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§1 Taylor-/Fourier-Reihen/-Polynome

Def 1,1
Taylorpolynome
sind Polynome, die f lokal in der Nähe von x0 möglichst gut approximieren

x0 ( IR, f: (x0 - (, x0 + ( ) ( IR, ( > 0

f n-mal diff 'bar in x0
                   n   f(k)( x0 )

Tn( x0, x ) = ( ----------- ( x - x0 )k heißt Taylorpoly. zu f in x0 vom Grad n

                  k=0     k!

Ansatz:       n 

Tn( x0, x ) = ( Ak ( x - x0 )k 

                  k=0 

Forderung:

Tn(k) ( x0, x ) = f(k)( x0 ), k = 1, ..., n

                          n
Tn(l) ( x0, x ) = ( Ak  k (k - 1) ... (k - l + 1) ( x - x0 )k-l 

                      k=l
Tn(l) ( x0, x ) = ( Ak l! = f(l)( x0 ),

       f(l)( x0 )

Al = ----------- 

          l!



Satz 1.2
Fehlerdarstellung für Taylorpolynome


(n( x )
 = f( x ) - Tn( x0, x )
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wenn f stetig

Def 1.3
Taylorreihe
(    f(k)( x0 )

( ----------- ( x - x0 )k heißt Taylorreihe zu f in x0
k=0     k!

                                                           n( (
Sie konvergiert gegen f( x ) für (n( x )  (  0 innerhalb des Konvergenzradius R > | x - x0 |

Eine Funktion f( x ) läßt sich durch ihre Tailorreihe darstellen, wenn 

f( z ) um a komplex differenzierbar ist.



Def 1.4
Skalarfeld
D ( IRN , f: D ( IR heißt Skalarfeld auf D

Schreibweise: f( x1, ..., xn )



Def 1.5
partielle Ableitung
D ( IRN , f: D ( IR Skalarfeld 

(x10, ..., xn0) ( D

 d                                           (f  

---- f( x, , ..., xn0) |              = -----(x10, ..., xn0) 

dx                       |x = x10       (x1
heißt partielle Ableitung von f nach x1 in (x10, ..., xn0)



Def 1.6
Gradient
D ( IRN , f: D ( IR Skalarfeld besitze partielle Ableitungen nach x1, ..., xn überall in D
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: D ( IRN heißt Gradient von f (grad f)

Def 1.7
Fourierpolynom
f: (-(,( ) ( IR

        n
a0 + ( ( ak cos kx + bk sin kx ) mit den Fourierkoeffizienten

       k=1
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heißt Fourierpolynom vom Grad n von f und Fourierreihe für n ( (
Def 1.8
Fehlerdarstellung für Fourierpolynome
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Minimaler Fehler:
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Wenn 
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 existiert, gilt die besselsche Ungleichung
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sowie 
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Satz
Wechsel der Periode
f: [-t, t] ( IR

            n               k(x                k(x

a0 + ( ( ak cos ------ + bk sin -------- ) mit den Fourierkoeffizienten

       k=1                t                      t
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f aperiodisch: l ( ( (Fouriertransformierte)



§ 2 Rechnen im IRN
Def
Skalarprodukt
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Def
Norm
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Eigenschaften: wie Beträge

Def
Metrik
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 heißt Metrik und ist geometrisch als Abstand zwischen 2 

Punkten/Vektoren interpretierbar

Eigenschaften: wie Beträge

Def
Kugel
    (                   (      (     (                                                                           (
K( x0, r ) = { x | | x - x0 | < r } heißt (offene) Kugel um x0 mit Radius r



Def
Offnen Menge                             (                                                                    (
M ( IRN heißt offen ( zu jedem x0 ( M gibt es ein ( > 0 mit K( x0, ( ) ( M



Def
(Weg-)zusammenhängende Menge
                                                                                                                                         (     (
M ( IRN heißt zusammenhängend ( zu je zwei Punkten x0, y0 ( M gibt 

                          (            (                                                                            (              (  (               (
es Punkte x1, ..., xn, so daß die Strecken zwischen x0 und x1, x1 und x2 usw. in M liegen.



Def
Gebiet
M ( IRN heißt Gebiet ( M ist offen und zusammenhängend



Def 
Folge im IRN 
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 heißt Folge im IRN.
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 heißt Punktfolge, wenn alle Folgenglieder verschieden sind.

Def
Grenzwert einer Folge
(
a ( IRN heißt Limes oder Grenzwert einer Folge ( zu jedem ( > 0 gibt

                                         (               (
es ein N, so daß xn ( K( a, ( ) für n > N.

(( ( xi, n )n(IN (Komponentenfolgen) konvergieren gegen ai ) 



Def
Häufungspunkt einer Folge

Eine Punktfolge 
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( es gibt eine Teilfolge, die gegen 
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 konvergiert

( zu jedem zu jedem ( > 0 gibt es unendlich viele Folgenglieder, 

die in K(
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, ( ) für n > N.

Def
Häufungspunkt einer Menge
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 heißt Häufungspunkt von M ( IRN , wenn es in M eine Punktfolge gibt, die 
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 als HP hat. ( der HP muß nicht zur Menge gehören)

Def
abgeschlossene Menge
M ( IRN heißt abgeschlossen ( alle HP's der Menge gehören zur Menge



Def
Abgeschlossen Hülle
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Def
Offener Punkt
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 ( M heißt offener Punkt von M ( es gibt ein ( > 0 mit K(
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Def
Offener Kern von M 
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Def 
Rand einer Menge
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Def
Beschränkte Menge/Punktfolge
Eine Menge M (Punktfolge) des IRN heißt beschränkt ( 
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Satz
Jede beschränkte unendliche Menge (Punktfolge) hat mindestens einen Häufungspunkt.



Def
Kompakte Menge
M ( IRN heißt kompakt ( M ist abgeschlossen und beschränkt.



Def 
Stetigkeit
D ( IRN    
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Satz
Satz vom Minimum (Maximum)
K ( IRN kompakt

f: K ( IR stetiges Skalarfeld auf K

f nimmt auf K ein Minimum und ein Maximum an

§3A Differentiation von Skalarfeldern

Def 3.1
totale Differenzierbarkeit
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Satz 3.2
Totale Differenzierbarkeit
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Satz 3.3
Totale Differenzierbarkeit
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Satz 3.4
Kettenregel

[image: image53.wmf]a

r

( IRN; f: K(
[image: image54.wmf]a

r

, ( ) ( IR, 
[image: image55.wmf]N

IR

IR

¾

®

¾

:

j

r



[image: image56.wmf])

(

'

)),

(

(

)

(

'

))

(

(

)

(

1

t

t

f

grad

t

t

f

t

f

dt

d

N

i

i

x

i

j

j

j

j

r

r

r

=

=

å

=




Satz
Mittelwertsatz für Skalarfelder
D ( IRN offen

f: D ( IR total differenzierbar, 
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Satz
Satz von Schwarz
Sind alle 2. partiellen Ableitungen eines Skalarfeldes stetig, kommt es nicht auf die Reihenfolge der Differentiation an.



Def
Eigenwerte
Eigenwerte einer Matrix A sind die Nullstelle des charakteristischen Polynoms det(xE-A)



Satz
Satz aus der LA
Reelle, symetrische Matrizen besitzen nur reelle Eigenwerte



Satz
Cartesische Zeichenwechselregel
Hat das Polynom xn + ... + a0 nur reelle Nullstellen, so gilt:

alle ai > 0 ( alle Nullstellen neg.

alle aiai.1 < 0 ( alle Nullstellen pos.



Satz
Minima und Maxima von Skalarfeldern
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Def
Hessematrix
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Satz
Forts.
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Schema
Beziehung zwischen Eingenwerten von Hf(
[image: image86.wmf]a

r

) und rel. Extrema


f hat in 
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Eigenwerte von Hf(
[image: image88.wmf]a
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)
Char. Polynom
Hf(
[image: image89.wmf]a
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) heißt

1
Minimum
alle EW > 0
Koeff. alternierend
pos. definit

2
Max
alle EW < 0
alle Koeff. > 0
neg. definit

3
Sattelpunkt
manche EW > 0

manche EW < 0
a0(0, 

sonst weder 1 noch 2
indefinit

4
keine Auss.
alle EW = 0
nur ( = 0 Nullstelle
entartet

5
kein Minimum
manche EW = 0

mache EW < 0
a0 = ... = an-x = 0

alle anderen Koeff > 0
neg. semidefinit

6
kein Maximum
manche EW = 0

mache EW > 0
a0 = ... = an-x = 0

alle anderen Koeff alternierend
pos. semidefinit

§3B komplexe Differentiation
Def
komplexe Differenzierbarkeit

f: K( z0, ( ) ( C; f( z ) = u( x, y ) + i v( x, y )

f komplex differenzierbar ( der komplexe Differenzenquotiernt existiert.

f = u + iv komplex differenzierbar in z0( u, v total differenzierbar in (x0, y0) und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

 ux(x0, y0) = vy(x0, y0)

-uy(x0, y0) = vx(x0, y0)



Def
Laplace-Operator
D ( IRN offen;  u: D ( IR 2x stetig partiell differenzierbar
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 heißt Laplace-Gleichung. ( heißt Laplace-Operator. Die Lösungen u der Laplace-Gleichung heißen harmonische Funktionen.



Satz
Komplexe Differenzierbarkeit
Skalarfelder u, v erfüllen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 

( f = u + iv ist komplex differenzierbar 

( (u = (v=0



Satz
Potential (
D ( IRN Gebiet,

Für ein Vektorfeld 
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 existiert ein Skalarfeld (: D ( IR (
die Integrabilitätsbedingung
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Def
exakte Differentialgleichung
Die Differentialgleichung f1(x, y) + f2(x, y) y' = 0 heißt exakt ( f1y = f2x


Satz
(: IR2 ( IR,   (x = f1,    (y = f2
y ist Lösung einer exakten DGL f1(x, y) + f2(x, y) y' = 0 (
(( x, y( x ) ) = const.



Def
Euler-Multiplikator
Ist f1(x, y) + f2(x, y) y' = 0 nicht exakt, so heißt eine Funktion M( x, y ) EulerMultiplikator ( M f1 + M f2 y' = 0 ist exakt.

a( x ) = 
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Satz
Übergang von f( x + iy ) zu f( z )
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Nach Einsetzen und ausrechnen fällt 
[image: image98.wmf]z
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Satz
Liegt ein Teil der reellen Achse im Definitionsbereich, so kann man auch x = z und y = 0 setzen



Def
Komplexer Logarithmus
ln z := ln | z | + i(                       (( z = | z | ei( )

heißt komplexer Logarithmus und ist auf IR2 \ { y=0, x(0} komplex differenzierbar.

( ln (x + iy) )' = 1/z



§4 Lineare Differentialgleichungssysteme
Satz
Satz von Cayley-Hamilton

det( xE - A ) = 
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Verfahren
Lin. hom. quadratische DGL-Systeme mit konst. Koeff. und AWP
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Satz
Lösbarkeit von AWP's

Jedes AWP hat genau eine Lösung

( Dim IL = N
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Fundamentalsystem
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Verfahren
Bestimmung eines Fundamentalsystems mit AWP
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Bestimmung eines Fundamentalsystems mit EW ( IR
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Verfahren
Bestimmung eines Fundamentalsystems mit EW ( C
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Wronski-Matrix
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Verfahren
Lin. inhom. DGL-Systeme mit konst. Koeff.
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 EINBETTEN Equation.3  [image: image140.wmf]

§5 Nichtlineare Gleichungssysteme
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Jakobi-Matrix
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Totale Ableitung
Die lin. Abb. 
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Satz
Satz über implizite Funktion und lokale Auflösbarkeit
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Def
Singuläre und reguläre Punkte
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Satz
Restringierte Optimierung und Lagrange-Multiplikatoren
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Bem.
Es gibt 2 Sorten von Kandidaten für Extrema:

1. Singuläre Punkte

2. die Lösungen x1,...,xN, (1, ..., (M des Gleichungssystems
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§6 Kurven und Kurvenintegrale

Def
Parameterdarstellung einer Kurve
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Tangete 
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Trägermenge der Kurve
Trägermenge = Tr(() = { 
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Kurve
Kurve ( Trägermenge + Durchlaufungsrichtung
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Glatte Parameterdarstellung
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Äquivalente Darstellung
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Eine Kurve ist Äquivalenzklasse äquivalenter Darstellungen.
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Tangente bei äquivalenten Darstellungen
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Richtung der Tangente ist Kurveneigenschaft, die Größe Eingenschaft der Darstellung
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Stückweise glatte Kurve
Summe aus endlich vielen glatten Kurven



Satz
gegenläufige Kurve
zu (: 
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Satz
Länge einer glatten Kurve
L(( ) = 
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Länge ist eine Kurveneigenschaft



Def
Kurvenintegral
G ( IRN offen   (: 
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Satz
Kurvenintegral der gegenläufigen Kurve
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Satz
Potential

Besitzt 
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: G ( IRN ein Potential (, so gilt für eine Kurve (
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Satz
Wegunabhängigkeit
Besitzt 
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 ist in G wegunabhängig

( Das Kurvenintegral ist wegunabhängig, wenn das Kurvenintegral über jede geschlossene Kurve 0 ist.

( G ist einfach zusammenhängend (hat keine Löcher)
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Def
Komplexe Kurvenintegrale
Kurve in C: z( t ) = x( t ) + i y( t )

z = x + iy

f: G ( C ( C, z ( f( z ) stetig

f( z ) = u( x, y ) + i v( x, y )
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Satz
Rechenregeln für komplexe Kurvenintegrale
1. 
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Satz
Existenz einer Stammfunktion

G einfach zusammenhängend

f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar)

( Wenn U, V mit

Ux = u = Vy, 
Uy = - v = - Vx
existieren und a,b ( C Anfangs- bzw. Endpunkt von (, dann gilt

[image: image253.wmf]ò

Ã

·

dz

z

f

)

(

= ( U( b ) - U( a ) ) + i( V( b ) - V( a ))
Es kann zu f nur dann eine Stammfkt. F = U + iV geben, wenn


Uxy = uy
Uyx = -vx
Vxy = vy
Vyx = ux


( Das Vektorfeld 
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[image: image255.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

u

v

 hat ein Potential V, wenn vy = ux


Satz
Cauchyscher Integralsatz

G einfach zusammenhängendes Gebiet

f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar)

ux = vy, uy = - vx
( geschlossene Kurve in G

( 
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Satz
1. Cauchysche Integralformel
f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar)

ux = vy, uy = - vx
( einfach geschlossene Kurve in G, die math. positiv durchlaufen wird

a ( I(( ) (im Inneren der Kurve)

( 
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Satz
Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel
f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar)

ux = vy, uy = - vx
( einfach geschlossene Kurve in G

a ( I(( ) (im Inneren der Kurve)

( 
[image: image258.wmf]ò

+

-

=

l

dz

a

z

z

f

i

k

a

f

k

k

1

)

(

)

(

)

(

2

!

)

(

p




Satz
Residuensatz
f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar)

ux = vy, uy = - vx
( einfach geschlossene Kurve in G

a1,...,an ( I(( ) (im Inneren der Kurve)
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Anwedung der verallgemeinerten Causchyschen Integralformel
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Satz
Jede in einem Kreis um a komplex differenzierbare Funktion f läßt sich dort in die Potenzreihe 
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§7 N-dimensionale Integration
Satz
Mehrfachintegrale auf Quadern
B = { ( x1, ..., xN) | ai ( xi ( bi } (Quader)

f stetig auf B

Mann kann 
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 explizit ausrechnen, die Integrationsreihenfolge ist bei stetigem f egal.



Satz
Integrale auf durch Funktionen beschränkten Bereichen
B={(x,y)| a ( x ( b, g( x ) ( y ( h( x )}
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Satz
2-dim. Verfahren nach Satz von Gauß in der Ebene
( einfach geschlossene Kurve, Tr(() ( IR2
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: I(( ) ( Tr(() ( IR2 stetig differenzierbares Vektorfeld
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Satz
Transformationformel
N Quader, B komplexeres Gebiet
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