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§1 Die angeordneten Korper IR und Q

Def 1.1 Gruppe:
G Menge mit einer Verknupfung
1. Assoziativitat: (@*b)*c=a*(b*c)
2. Existenz eines eindeutigen neutralen Elementese:a*e=e*a=a
3. Existenz eines privaten inversen Elementes: a*a' = e
4. zusatzlich Kommutativitat = abelsche (kom.) Gruppe

Def 1.2 Korper:
K Menge mit zwei Verknupfungen +, *
1. (K, +) ist abelsche Gruppe
2. (K\{0}, ") ist abelsche Gruppe
3. Distributivitat: a*(b+c)=a*b+a*c

Def 1.3 angeordneter Korper:
(K, +, * ) Korper, >, < Relationen
1. furje 2 Elemente gibt es genau 3 Beziehungen:a<b,a>b,a=b
2. Transitivitat. a<b,b<c=a<c
3. Monotonievon+:a<b=a+c<b+c
4. Monotonievon*:a<b,0<c=a*c<b*c

Def 1.4 Rechnen mit Betragen:
[ afira>=0
la|=1

| -afira<o

Folgerungen:
la*b|=|a|*|b]
|a+b]|<]|a]+|b]|Dreieicksungleichung u.v.m.

Def 1.5 Beschrankung:
M=, McQl (IR)
M nach oben beschrankt < 3amitx<aVvVxe M
M nach unten beschrankt < 3amitx>aVvVxe M
M nach oben und unten beschrankt << M beschrankt

Sup/Inf:

fallsa ¢ M:

a kleinste obere Schranke = a heil3t Supremum
a grofdte untere Schranke = a heif3t Infimum

Min/Max:
falls a € M = a heil3t Minimum (und Supremum) / Maximum (und Infimum)

Satz 1.6 Vollstandigkeitsaxiom:
Es gibt genau einen Korper IR, in dem das Vollstandigkeitsaxiom gilt:
M c IR # &, M nach oben beschrankt = 3S € IRmitS =Sup M



§ 2 Reelle Folgen

Def 2.1

Def 2.2

Satz 2.3

Def 2.4

Satz 2.5

Satz

Satz

Satz

Satz

Satz

eine reelle Folge ( an )nein
ordnet jeder nat. Zahl n eine reelle Zahl a, zu

M(@n)={pelR|3InelINmitp=a,}
( an )nein beschrankt < M (a,) beschrankt

Haufungspunkte:

( an )ncin beschrankte Folge

h e IR heil3t Haufungspunkt < Vv ¢ > 0 3 unendlich viele naturliche Zahlen
nmit|a,-h|<eg

Haufungspunkte (von Bolzano-WeierstraR):
Jede beschrankte reelle Folge hat mindestens einen Haufungspunki.
H( an ) sei die Menge der Haufungspunkte.

Limitees / Konvergenz:
Max H( an ) heildt Limes superior
Min H( an ) hei3t Limes inferior

Wenn lim inf = lim sup = A, heil3t ( a, )ncin konvergent und A
Grenzwert/Limes von ( @, )nein.

Konvergenzkriterium:
lima,=A< zujedeme>03deineZahIN e INmit|a,-A|<eflirn>N

des Archimedes:
zujedeme>03JeinneINmit1/n<eg

Bernoulli-Ungleichung:
(1+c)">1 +nc

Cauchy-Kriterium fur Konvergenz:
( an )nein reelle konvergente Folge <
Ve>03einNelIN:Vnm>N:|a,-an|<e

Monotonie und Beschranktheit
( an )nein Nach oben beschrankte, monoton steigende reelle Folge =
limps>oan=SupM(a,)=3S

Vergleichs- oder Zangenkriterium



§ 3A Komplexe Zahlen

Def 3.1 Definition komplexer Zahlen
2= Vz-z = Ja’+b* :Betrag einer komplexen Zahl

zZ-w (a+bl)(c—dz) (ac + bd )+ i(~ad + bc)
= oder
|w| (c+d1)(c—dl) c’+d?

z

S N
==

w
Def3.2 (G, +,*)istein Kérper

Satz 3.3 2 Wurzeln
zu jeder Zahl z € C\ {0 } gibt es genau zwei komplexe Zahlen z; und z,
mit
(z4)? = z k=1,2

[ )

f—f{cos( j+zsm(‘/’+2—”ﬂ r=0,l,.,n-1

n n

Def3.4  Polynome in C wie in IR

Satz Fundamentalsatz der Algebra
Jedes Polynom vom Grad n hat n (nicht notwendig verschiedene
Nullstelllen)

Hat ein Polynom die Nullstelle zo € C mit der Vielfachheit m, dann hat es
auch die Nullstelle % mit der Vielfachheit m.

Def Polarkoordinaten
z=|z|(cosop+ising)
z"=|z|"(cosng+isinne)

Satz komplexer Betrag
| z |, z € Cist der Abstand von z vom Nullpunkt
Rechnen wie ublich mit Betragen



§ 3B komplexe Folgen

Def 3.5

Satz 3.6

Satz 3.7

Satz

Satz 3.8

komplexe Folgen
jede Abb. a: IN — C, n — a, heil’t komplexe Folge ( an )nein
M(@n)={peC|3InelINmitp=an}

( an )nein beschrankt < M (a,) beschrankt

h € C heit Haufungspunkt < Vv ¢ > 0 3 unendlich viele natlrliche
Zahlennmit|as-h|<eg

Haufungspunkte
Jede beschrankte komplexe Folge hat mindestens einen Haufungspunkt.
H( a, ) sei die Menge der Haufungspunkte.

Grenzwerte

a) limp>p,an=a<=>VvVe>03INeINmit|a,-a|<efurn>N
b) |imn_>oo an+ iBn= o+ iB@limn_>oo On=«a Und Iimn->oo Bn=B

Rechenregeln fur komplexe Folgen
( an )neIN, Iimn->oo an=4a,
( bn )neIN, Iiml’]->00 bn = b = |imn_>oo (an +'*/ bn ) =a +'*/ b

Cauchysches Konvergenzkriterium:
( an )nein beschrankte komplexe Folge <
Ve>03einNelIN:Vn,m>N:|a,-am|<e¢

Folgerung:
(an )ncin konvergent =
Ve>0deinNelIN:Vn>N:|ays-an+1|<e



§ 3C komplexe Reihen

Satz Geomet1riscrl11+<1e Reihe in C

nZ q< = ---:-?---- furq = 1

k=0 1-q

o 1

kz=o q<= ':]'_'(;“ fur[q|<1
Satz Reihenentwicklungen

z—c c 1_5 C oo\ C
C
1 1 1 1 1 & "
_ _ . :__Z(Lj (2)
z+c z—(-¢) —(-¢) -2 —Cuo\—C

—C

Fir 4> —— =11 =l.icn(1j
z

I_E Z p=0 z

Def 3.9 Partialsummen
( an )nein komplexe Folge

n
S, =k20 ax heildt Partialsumme

Konvergenz von Reihen:

o0

die Reihe %_Oak heilt konvergent gegen S < limy—., Sp= S,

Satz Cauchy-Krit. fur Reihen
Reihe konvergent <
Ve>03einNelIN:Vn m>N:

n m n
€>|Sn-Sm|=[2a-2a| =X a]
k=0 kem+1

lima,|=0= lima, =0=>a, kann (muf aber nicht) konvergieren

Nn—>00 n—>0

Gegenteil
an gehen nicht gegen 0 = Reihe divergiert



Satz

Satz

Satz 3.10

Def

Satz 3.11

Def 3.12

Satz

Satz

Dreiecksungleichung bei Reihen
|2 ac| < X ]a|
k=0 k=0

o0

kE_lol ak | konvergent = %O ax konvergent (aber nicht umgekehrt!)

Majoranten-Kriterium B
giltfirk >N | ax| <ccundist X ¢« konvergent, dann konvergiert auch
k=0

2 |ak|und X ag Majorante: > cq* ¢>0, qe(0, 1)
k=0 k=0 k=0

Wourzelkriterium
E‘l{/m <1 jﬁa,J und iak konvergian
e k=0 =0

Quotientenkriterium

. |a
11ﬂ+ k+1
k—0] ak

existiertund <1=> i‘ak‘ und iak konvergieen

k=0 k=0

Expoknentialfunktion
n Z
kZO ----- = exp( z ) = €” heil’t Exponentialfunktion (konvergent fiir alle z)
- k!
Cauchy-Produkt von Reihen

N N N n 2N
(X a)(2Z b)=2(2 akbnk)2 2 adby 0<k/I<N

k=0 =0 n=0 k=0 n=N+1 k+l=n

2 \2 \2 2

A B AB 0
Binomialkoeffizient

n!
("k)= —mmmmme- firn e INg, k=0, ..., n
k! (n-k)!

heil3t Binomialkoeffizient (n Uber k) und ist die Anz. der Moglichkeiten,
aus n Dingen k Dinge verschieden auszuwahlen.

Binomischer Lehrsatz

n_n n k \,,n-k
(z+w) =2z w

Additionstheorem der Exponentialfunktion
exp(w)*exp(z)=exp(w+z)=e"%*=e""?



§ 3D Potenzreihen

Def 3.13 Potenzreihe

o0

kZ_)O ck (z-20 )k ck € C Koeffizienten, zp € C Entw.pkt., z € C Variable
heillt Potenzreihe

Konvergenzradius

1 1 .
|Z ZO| £ limk |ck| lklgl

k—0

C

Ck+1

Satz Eulersche Formel

kompl. Exponentialfkt. e**¥=e* (cosy +isiny)=e*(e")

Satz Sinus- und Kosinusreihe
) m _2m
COS z = —(_1) z
o (2m)!

1) m _2m+l

v
in 2= Z @m+1)!

Satz Additionstheoreme in C

cos( z1 + 22 ) = COS z4 COS Z; - Sin Z4 Sin Zp
sin( zq + zz ) = sin z4 cos z, + COS z; Sin z»



§ 3E Z-Transformation

Satz

Satz

Satz

Z-Transformation

(Yn)neino —Z>iiﬁ =F(2)

n=0
Yi=0 —F(z)=0
Vel s %:inlmr|z|>1
-

Yn=aneC —>Zan LS far |z| > o
n=0 Z 1 ﬂ -
z
®© n 1 2
Yor(ntt)a"  — > ()= - T firfz > |l
n=0 z" an  (z
1--)
zZ
Verschiebungssatz
Y, Y
(Yn+i)neno —Z{F(z)—()’o +j+..,+ﬁﬂzk

Char. Polynom

Ynik + 0kt Ynaket + ... F 0gYn =0
Zk + Olk-1 Zk-1 +..+tog =0

n, Basisfolgen zu einer reellen Nst. t; mit Vielfachheit n;:
((tr) n) nelN, ((n+1 )trn)neIN, ceey ((n+nr -1nr-1 )trn) nelN

2m Basisfolgen zu den kompl. Nst. z, z*S mit Vielfachheit mg:
(Re(zsn))nelN, (Im(zsn))neIN,
((n+1) Re(zs") Jnen, ((N+1) IM(Z5") nein,

(™ me)RE( 2" et (7™ met) IM( 2" )) et
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§4A Stetige und differentierbare reelle und Komplexe Funktionen

Def 4.1 Reelle und komplexe Funktionen
Eine Zuordnung, die jedem x € D eine Zahl f(x) € IR zuordnet, heil3t
Funktion mit Definitionsbereich D

DcIR DcC
fD—->IR fD—>C
x — f(x) z > f(2)
Def Grenzwert

( Xn )neIN, Xp € D, limyso Xy =2a

Gilt limn_. f( X, )= A fur alle solche Folgen, hei3t A Grenzwert von fin a
limya f( x )= A

Def4.2  Stetigkeit
fDcC—>C,aeh
f heildt stetigina < lim,,,f(z)=f(a)
f heil’t stetig in D < f stetigin allena € D

Satz4.3 § - ¢ - Kriterium fiir Stetigkeit (9.12.97)
f stetigina <
Ve>036>0,so0dallaus|z-a|<défolgt|f(z)-f(a)|<e

Satz Folgerung aus 3 - ¢ - Kriterium

fstetigina,f(a)>b =

36>0,so0dalkf(x)>bflrallexe (a-5,a+3) (auch mit <)
Satz Zwischenwertsatz

f:[a, b] > IR stetigin[a, b], f(a ) <f(b)
= zujedemy e [f(a), f(b)]gibteseine Zahl xy € (a, b) mitf( xo ) =y

Def allg. Potenz
a>0,xelR:a=¢gna
Satz Satz vom Maximum (Minimum)
f: [a, b] — IR stetig in [a, b]
= es gibt Max f([a, b] ) = Max {f(x )| x € [a, b] }
und Min f( [a, b] )

Def4.4 Differenzenquotient
f.DcIR—>IR,xpeD
f(x)-f(xo)
Falls limy_xo -------=-------- existiert, heildt er Diffenrenzenquotient oder
X - Xo
Ableitung von f in xo und f differenzierbar in xo

11



Satz

Satz

Satz

Allg. Differentiationsregeln

f(z)-f(z)

---------------- -f'(z0)=0(z) Z+# 2
Z -2

Differenzierbarkeit in zg < 6( z ) —>g)

flz)=f(zo)+f'(z0)z-20)+d(z)(z-20)

lin. Approximierbarkeit:
f(lz)=f(zo)+f'(z0)(z-20)

fin zo diff'bar < fist stetig in zg

Taylorformel fiir Polynome

(k)
P(z2)= ZP (Zo) )k

Differentiation der Umkehrfunktion
f(xo)=VYo, T'(%)=0
1

(o) = oo

12



§4B Lineare Differentialgleichungen
Verfahren Lineare homogene Differentialgleichungen mit konst. Koeffizienten
fz)+an f"(z)+ ..+ +a,f(z)=0

Ansatz:
f(z)e” = f9z)=da"e™
e” (a"+ apqo™ M+ ... +ap)=0
char. Polynom (o )
Allg. Losungen:
1. Nullstelle a € IR mit Vielfachheit n:

ax ax n-1_o0x

e” xe™”, ..., x"'e
2. Nullstelle oo = a + ib € C mit Vielfachheit n:

e@* =g (cos bx + i sin bx) =
e™ cos bx, xe™ cos bx, ..., x"'e® cos bx

e™ sin bx, xe® sin bx, ..., x™'e® sin bx

Verfahren Lineare inhomogene Differentialgleichungen mit konst. Koeffizienten

fz)+an f"(z)+ ...+ +agf(z)=b(x)
Yinhom = Yhom T Ysp

Ansatz vom Typ der rechten Seite:
1. b(x)=e’*) d.x* m: Vielfachheit d. Nst. B in y( o)

k=0
ges: B,r,m

.
= y,(x)= xmeﬁxZukxk
k=0

2. b(x)=e""sin(y x)Y bx* +e” cos(y x) b, x*
k=0 k=0

m: Vielfachheit d. Nst. (R +iy) in y( o)
ges: B,r,m

= y,(x)= x’”eﬂ"[sin(y x)iukxk +cos(y x)iﬁkxk]
3. Superposition . .
Verfahren Lineare inhomogene Differentialgleichungen 1. Ordnung
y'(x)+a(x)y(x)=b(x) |eA(x) (Vorr.: A' = a)

A(X) '

MMy (x)+a(x)eMy(x)=

d
- (eMy(x)) = b(x) = B(x) (Vorr.: B' = b %))

;—(eA(X)Y(X)-B(X)FO = e"y(x)-B(x)=c

—Allg. Lsg: y(x)=ce®+B(x)e™*) celR
13



§5A Kurvendiskussion reeller Funktionen

Satz Satz von Rolle
f: [a, b] — IR stetig
f: (a, b) —» IR differenzierbar

fla)=f(b)=esgibtxy e (a,b)mitf'(xo)=0

Satz 1. Zwischenwertsatz
f: [a, b] — IR stetig
f: (a, b) —» IR differenzierbar
f(b)-f(a)
= es gibt xo € (a, b) mitf' (%o ) = -~
b-a

Satz 2. Zwischenwertsatz
fund g: [a, b] - IR stetig
fund g: (a, b) — IR differenzierbar
g'(x)=0auf (a, b)
f(b)-f(a) f'(x)
= es gibt xo € (a, b) mit =
g(b)-g(a) d(xo)

Satz Regel von I'Hospital
fund g: [a, b] - IR stetig
fund g: (a, b) — IR differenzierbar
fla)=g(a)=0/x
g'(x)=0auf (a, b)

f(x) f'(x)
liMysa, xsa -——--—- = liMya, x>a == (falls dieser existiert (mit + o))
a(x) g'(x)
Falle:
100’000’ Ooo:>[f(x)]g(x)=eg(x)lnf(x) ef(x)
90-00 = f(x)-g(x)=In(e™) 9V )= vt
ed(x)
Satz Hinreichende Bed. fir rel. Extrema
f ', ..., fV stetig um xo
f'(x)=Ff"(X0)=.. =f ™ (x0)=0,fV(x0)%0
es gilt: [ £ ™(xo) > 0: Minimum

n gerade = {
Lf™(xo) < 0: Maximum

n ungerade = kein Extremum (Sattelpunkt)

14



§5B Stammfunktionen und Ableitungen

Funktion f

1
1+ x?2

1
Vies?

1/x

xe(-1,1)

Stammfunktion F

arctan x + ¢

arcsin x + c x € (-n/2, n/2)

In|x|+c

a a
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§6 Integration

Def

Def

Def 6.1

Def

Satz

Satz

Def

Zerlegung
Z={t|a=ty <t <..<t,=Db} heildst Zerlegung des Intervals [a, b]

Ober- und Untersummen

§(Z):Zn:Sup f([t,_,t. D —t.,) heilt Obersumme
i=1

§(Z):anlnf St .. ) —t_,) heidt Untersumme
i=1

S(Z,)<S(Z,)

b
If(X)dx*)= Inf O *) geeignetes Integralzeichen nicht verfugbar

j F(x)dx "= Sup U

Riemann-Inregrierbarkeit
f heil’t Riemann-integrierbar Uber [a, b] <

j F(x)dx = j F(x)dx = j f(x)dx. Dann heilt j f(x)dx das (Riemann-)

b
Integral von f Uber [a, b] und wird mit jf(x)dx bezeichnet.

Far Integrierbarkeit reicht es zu zeigen:
V ¢ > 0 gibt es Zerlegungen Z; und Z; mit S(Z,)-S(Z,)<¢

Aquidestante Zerlegung
b-a

f stetig =
es gibt zu jedem ¢ > 0 ein N, so dal} fireinn >N
Max{Maxf( [ ti1, ti] )- Min f( [ ti1, ti] ) | i=1, .., n}<a/b-a

1. Zwischenwertsatz der Integralrechnung

[ £ (0dx
Es gibt zu jedem t € (a, b) mit /() =~ -

Bestimmte und unbestimmte Integrale

b
I f(x)dx heif3t bestimmtes Integral

| f(x)dxzjf ={G + ¢ | ¢ € IR} heiRt unbestimmtes Integral
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Satz Hauptsatz der Integralrechnung
f: [a, b] — stetig, G Stammfunktion von f

= jf(x)dx= G(b)-G(a)=1[G(x)]

Satz Partielle Integration
[1igae=fz—[g'fdx
Satz Substitutionsregel

4 F(g(x)) = F'(g(x)g'(x)
= [F'(g(x)g'(x)=F(g(x)) +c

Satz Integration von Potenzreihen

> a,x" mit Konvergenzradius R
k=0

Stammfunktion Z il
= k+1

x*"auf (-R, R)

Def uneigentliche Integrale
Riemann-Integrale sind definiert fur gewisse beschrankte Funktionen auf
abgeschlossenen Intervallen.
FUr unbeschrankte Funktionen oder Intervalle a3t sich in manchen Fallen
eine "Flache" als Grenzwert von Riemann-Integralen bilden. Solche
Grenzwerte heil’en uneigentliche Integrale.
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