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§1 Taylor-/Fourier-Reihen/-Polynome 
 
Def 1,1 Taylorpo lynome 

sind Polynome, die f lokal in der Nähe von x0 möglichst gut approximieren 
x0 ∈ IR, f: (x0 - ε, x0 + ε ) → IR, ε > 0 
f n-mal diff 'bar in x0 
                   n   f

(k)( x0 ) 
Tn( x0, x ) = ∑ ----------- ( x - x0 )

k heißt Taylorpoly. zu f in x0 vom Grad n 
                  k=0     k! 
 
 
Ansatz:       n  
Tn( x0, x ) = ∑ Ak ( x - x0 )

k  
                  k=0  
Forderung: 
Tn

(k)
 ( x0, x ) = f(k)( x0 ), k = 1, ..., n 

                          n 
Tn

(l)
 ( x0, x ) = ∑ Ak  k (k - 1) ... (k - l + 1) ( x - x0 )

k-l  
                      k=l 
 
Tn

(l)
 ( x0, x ) = ∑ Ak l! = f(l)( x0 ), 

 
       f(l)( x0 ) 
Al = -----------  
          l! 
 

Satz 1.2 Fehlerdarstellung für Taylorpo lynome 
 ∆n( x )  = f( x ) - Tn( x0, x ) 

  ∫
−−= −

x

x

n
nn dt

n

xt
tf

0
!

)(
)()1( )1(  

 wenn f stetig 
 
Def 1.3 Taylorreihe 

∞    f
(k)( x0 ) 

∑ ----------- ( x - x0 )
k heißt Taylorreihe zu f in x0 

k=0     k! 
                                                           n→ ∞ 

Sie konvergiert gegen f( x ) für ∆n( x )  →  0 innerhalb des 
Konvergenzradius R > | x - x0 | 
 
Eine Funktion f( x ) läßt sich durch ihre Tailorreihe darstellen, wenn  
f( z ) um a komplex differenzierbar ist. 
 

Def 1.4 Skalarfeld 
D ⊂ IRN , f: D → IR heißt Skalarfeld auf D 
Schreibweise: f( x1, ..., xn ) 
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Def 1.5 partielle Ableitung 

D ⊂ IRN , f: D → IR Skalarfeld  
(x1

0, ..., xn
0) ∈ D 

 
 d                                           ∂f   
---- f( x, , ..., xn

0) |              = -----(x1
0, ..., xn

0)  
dx                       |x = x1

0       ∂x1 
heißt partielle Ableitung von f nach x1 in (x1

0, ..., xn
0) 

 
Def 1.6 Gradient 

D ⊂ IRN , f: D → IR Skalarfeld besitze partielle Ableitungen nach x1, ..., xn 
überall in D 
 

 





















∂
∂

∂
∂

nx

f

x

f

:
1

: D → IRN heißt Gradient von f (grad f) 

 
Def 1.7 Fourierpolynom 

f: (-π,π ) → IR 
        n 
a0 + ∑ ( ak cos kx + bk sin kx ) mit den Fourierkoeffizienten 
       k=1 
 

 ∫
−

=
π

ππ
dxxfa )(

2

1
0 ,    ∫

−

=
π

ππ
dxkxxfak )cos()(

1
,   ∫

−

=
π

ππ
dxkxxfbk )sin()(

1
 

 heißt Fourierpolynom vom Grad n von f und Fourierreihe für n → ∞ 
 
Def 1.8 Fehlerdarstellung für Fourierpo lynome 

 ∫
−

−=∆
π

π

dxxFxfn
22 )]()([  

 Minimaler Fehler: 

 ∑∫
=−

+−−=∆
n

k
kkkn baadxxfba

1

222
0

2
0

2 )(2)(),...,( ππ
π

π

 

 Wenn ∫
−

π

π

dxxf 2)(  existiert, gilt die besselsche Ungleichung 

 ∫∑
−=

≤++
π

ππ
ππ dxxfbaa

n

k
kk

2

1

222
0 )(

1
)(2  

 sowie 0),...,( 0
2  →∆ ∞→nkn ba ⇔ 

 Parsevalsche Gleichung: 

 ∫∑
−=

=++
π

ππ
ππ dxxfbaa

n

k
kk

2

1

222
0 )(

1
)(2  
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Satz Wechsel der Periode 

f: [-t, t] → IR 
            n               kπx                kπx 
a0 + ∑ ( ak cos ------ + bk sin -------- ) mit den Fourierkoeffizienten 
       k=1                t                      t 
 

 ∫
−

=
t

t

dxxf
t

a )(
2

1
0 ,    ∫

−

=
t

t

k dx
t

xk
xf

t
a )cos()(

1 π
,   ∫

−

=
t

t

k dx
t

xk
xf

t
b )sin()(

1 π
 

 f aperiodisch: l → ∞ (Fouriertransformierte) 
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§ 2 Rechnen im IRN 
 
Def Skalarprodukt 

 ∑
=

=
n

i
ii yxyx

1

,
��

heißt Skalarprodukt 

 
Def Norm 

 xxxx
����

,
+

==  heißt Norm 

 Eigenschaften: wie Beträge 
 
Def Metrik 

yxyxd
����

−=),(  heißt Metrik und ist geometrisch als Abstand zwischen 2  

Punkten/Vektoren interpretierbar 
Eigenschaften: wie Beträge 
 

Def Kugel 
    →                   →      →     →                                                                           → 

K( x0, r ) = { x | | x - x0 | < r } heißt (offene) Kugel um x0 mit Radius r 
 

Def Offnen Menge                             →                                                                    → 
M ⊂ IRN heißt offen ⇔ zu jedem x0 ∈ M gibt es ein ε > 0 mit K( x0, ε ) ⊂ M 
 

Def (Weg-)zusammenhängende Menge 
                                                                                                                                         →     → 
M ⊂ IRN heißt zusammenhängend ⇔ zu je zwei Punkten x0, y0 ∈ M gibt  
                          →            →                                                                            →              →  →               → 
es Punkte x1, ..., xn, so daß die Strecken zwischen x0 und x1, x1 und x2 
usw. in M liegen. 
 

Def Gebiet 
M ⊂ IRN heißt Gebiet ⇔ M ist offen und zusammenhängend 
 

Def  Folge im IRN  

 















=∈

nN

n

INnn

x

x

x

,

,1

:)(
�

 heißt Folge im IRN. 

 INnnx ∈)(
�

 heißt Punktfolge, wenn alle Folgenglieder verschieden sind. 
 
Def Grenzwert einer Folge 

→ 
a ∈ IRN heißt Limes oder Grenzwert einer Folge ⇔ zu jedem ε > 0 gibt 
                                         →               → 
es ein N, so daß xn ∈ K( a, ε ) für n > N. 
             
(⇔ ( xi, n )n∈IN (Komponentenfolgen) konvergieren gegen ai )  
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Def Häufungspunkt einer Folge 

Eine Punktfolge INnnx ∈)(
�

 besitzt IRa ∈
� N als Häufungspunkt  

⇔ es gibt eine Teilfolge, die gegen a
�

 konvergiert 
⇔ zu jedem zu jedem ε > 0 gibt es unendlich viele Folgenglieder,  
die in K( a

�

, ε ) für n > N. 
 

Def Häufungspunkt einer Menge 
a

�

 heißt Häufungspunkt von M ⊂ IRN , wenn es in M eine Punktfolge gibt, 
die a

�

 als HP hat. ( der HP muß nicht zur Menge gehören) 
 

Def abgeschlossene Menge 
M ⊂ IRN heißt abgeschlossen ⇔ alle HP's der Menge gehören zur Menge 
 

Def Abgeschlossen Hülle 
aaMM

��

|{∪= ist Hp von M} heißt abgeschlossene Hülle von M 
 

Def Offener Punkt 
x
�

 ∈ M heißt offener Punkt von M ⇔ es gibt ein ε > 0 mit K( x
�

0, ε ) ⊂ M 
(M offen ⇔ alle Punkte von M sind offen) 
 

Def Offener Kern von M  

=M
�

 Menge der offenen Punkte von M 
 

Def  Rand einer Menge 
MMM

�

−=∂  heißt Rand von M 
 

Def Beschränkte Menge/Punktfolge 
Eine Menge M (Punktfolge) des IRN heißt beschränkt ⇔ }|{ Mxx ∈

��

ist 

beschränkt. 
(⇔ kein Punkt ist unenlich weit von Ursprung entfernt) 
 

Satz Jede beschränkte unendliche Menge (Punktfolge) hat mindestens einen 
Häufungspunkt. 
 

Def Kompakte Menge 
M ⊂ IRN heißt kompakt ⇔ M ist abgeschlossen und beschränkt. 
 

Def  Stetigkeit 
D ⊂ IRN    Dx ∈0

�

      f
�

: D → IRL   (L=1: Skalarfeld, L=N: Vektorfeld) 

f
�

 stetig in Dx ∈0

�

 ⇔ die komponentenfunktionen von f
�

 sind stetig in 

Dx ∈0

�

 
 

Satz Satz vom Minimum (Maximum) 
K ⊂ IRN kompakt 
f: K → IR stetiges Skalarfeld auf K 
f nimmt auf K ein Minimum und ein Maximum an 
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§3A Differentiation von Skalarfeldern 
 
 
Def 3.1 totale Differenzierbarkeit 

a
�

∈ IRN; f: K( a
�

, ε ) → IR heißt in a
�

 total differentierbar ⇔ 

)(:))(),...,(()(
11

1 af

ax

ax

xxxf

nn

N

����

+
















−

−
∆∆= und )(lim xi

ax

�

��

∆
→

 existieren: i= 1,...,N 

  
Satz 3.2 Totale Differenzierbarkeit 

a
�

∈ IRN; f: K( a
�

, ε ) → IR 
f in a

�

 total differenzierbar ⇒ f ist in a
�

 nach allen Variablen partiell 

diffferenzierbar und )()( a
x

f
afc

i
xi i

��

∂
∂== , d.h. )(afgradc

��

=  

Satz 3.3 Totale Differenzierbarkeit 
a

�

∈ IRN; f: K( a
�

, ε ) → IR 
f in K( a

�

, ε ) stetig partiell differenzierbar ⇒  f ist in a
�

 total diffferenzierbar 
 

Satz 3.4 Kettenregel 
a

�

∈ IRN; f: K( a
�

, ε ) → IR, NIRIR →:ϕ
�

 

)(')),(()('))(()(
1

ttfgradttftf
dt

d N

i
ixi

ϕϕϕϕ
���

== ∑
=

 

 
Satz Mittelwertsatz für Skalarfelder 

D ⊂ IRN offen 

f: D → IR total differenzierbar, a
�

, b
�

∈ D, Dba ⊂
�

�

 

⇒ Es gibt bac
�

��

∈ mit f(b
�

) - f( a
�

 )= abcfgrad
�

�

�

−),(  

 
Satz Satz von Schwarz 

Sind alle 2. partiellen Ableitungen eines Skalarfeldes stetig, kommt es 
nicht auf die Reihenfolge der Differentiation an. 
 

Def Eigenwerte 
Eigenwerte einer Matrix A sind die Nullstelle des charakteristischen 
Polynoms det(xE-A) 
 

Satz Satz aus der LA 
Reelle, symetrische Matrizen besitzen nur reelle Eigenwerte 
 

Satz Cartesische Zeichenwechselregel 
Hat das Polynom xn + ... + a0 nur reelle Nullstellen, so gilt: 
alle ai > 0 ⇒ alle Nullstellen neg. 
alle aiai.1 < 0 ⇒ alle Nullstellen pos. 
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Satz Minima und Maxima von Skalarfeldern 

a
�

∈ IRN; f: K( a
�

, ε ) → IR Skalarfeld hat in a
�

 lokales Min/Max 

0
��

≠h , )()( htaftg
h

�

�

� += Geradenschar hat in t=0 für  

1. alle h
�

ein Min/Max ⇒ f hat in a
�

ein Min/Max 
2. mache h

�

 ein Min und manche h
�

 ein Max ⇒ f hat in a
�

einen Sattelpkt. 
 

 

( )































=

+=+= ∑=∑ ∑∑
=

=

= ==

Nxxxx

xxxx

N

ij

N

ji
xx

tN

i
ij

N

j
xx

N

i
ixh

h

h

afaf

afaf

hh

hhafhhhtafhhtaf
dt

d
tg

dt

d

NNN

N

jijii

:

)(...)(

::

)(...)(

,...,

)())(())((()(

1

1

1,

0

1 11
2

2

1

111

��

��

�

�

�

�

�

�

 

 
Def Hessematrix 

 

















)(...)(

::

)(...)(

1

111

afaf

afaf

NNN

N

xxxx

xxxx

��

��

 heißt Hessematrix von f in a
�

: Hf( a
�

) 

 
Satz Forts. 

ij

N

ji
xx hhaf

ji∑
=1,

)(
�

 sei 

1. > 0 für alle h
�

⇒ f hat in a
�

 ein lokales Min 
2. < 0 für alle h

�

⇒ f hat in a
�

 ein lokales Max 
3. > 0 für mache h

�

und < 0 für mache h
�

⇒ f hat in a
�

 einen Sattelpkt. 
 

Schema Beziehung zwischen Eingenwerten von Hf( a
�

) und rel. Extrema 
 
 f hat in a

�

 Eigenwerte von Hf( a
�

) Char. Polynom Hf( a
�

) heißt 
1 Minimum alle EW > 0 Koeff. alternierend pos. definit 
2 Max alle EW < 0 alle Koeff. > 0 neg. definit 
3 Sattelpunkt manche EW > 0 

manche EW < 0 
a0≠0,  
sonst weder 1 noch 2 

indefinit 

4 keine Auss. alle EW = 0 nur λ = 0 Nullstelle entartet 
5 kein 

Minimum 
manche EW = 0 
mache EW < 0 

a0 = ... = an-x = 0 
alle anderen Koeff > 0 

neg. semidefinit 

6 kein 
Maximum 

manche EW = 0 
mache EW > 0 

a0 = ... = an-x = 0 
alle anderen Koeff 
alternierend 

pos. semidefinit 
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§3B komplexe Differentiation 
 
Def komplexe Differenzierbarkeit 

f: K( z0, ε ) → C; f( z ) = u( x, y ) + i v( x, y ) 
 
f komplex differenzierbar ⇔ der komplexe Differenzenquotiernt existiert. 
 
f = u + iv komplex differenzierbar in z0⇔ u, v total differenzierbar in (x0, y0) 
und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
 

 ux(x0, y0) = vy(x0, y0) 
-uy(x0, y0) = vx(x0, y0) 

 
Def Laplace-Operator 

D ⊂ IRN offen;  u: D → IR 2x stetig partiell differenzierbar 

0
1

==∆ ∑
=

N

i
xx ii

uu  heißt Laplace-Gleichung. ∆ heißt Laplace-Operator. Die 

Lösungen u der Laplace-Gleichung heißen harmonische Funktionen. 
 

Satz Komplexe Differenzierbarkeit 
Skalarfelder u, v erfüllen die Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen  
⇔ f = u + iv ist komplex differenzierbar  
⇔ ∆u = ∆v=0 
 

Satz Potential φ 
D ⊂ IRN Gebiet, 
Für ein Vektorfeld NIRDf →:

�

 existiert ein Skalarfeld φ: D → IR ⇔ 

die Integrabilitätsbedingung
ij jxix ff =  für 1 ≤ i < j ≤ N erfüllt ist. 

 
Def exakte Differentialgleichung 

Die Differentialgleichung f1(x, y) + f2(x, y) y' = 0 heißt exakt ⇔ f1y = f2x 
 

Satz φ: IR2 → IR,   φx = f1,    φy = f2 
y ist Lösung einer exakten DGL f1(x, y) + f2(x, y) y' = 0 ⇔ 
φ( x, y( x ) ) = const. 
 

Def Euler-Multiplikator 
Ist f1(x, y) + f2(x, y) y' = 0 nicht exakt, so heißt eine Funktion M( x, y ) 
EulerMultiplikator ⇔ M f1 + M f2 y' = 0 ist exakt. 
 

a( x ) = 
2

21

f

ff xy −
        a( y ) = 

1

12

f

ff yx −
  ⇒ M = ∫ dxa

e  
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Satz Übergang von f( x + iy ) zu f( z ) 

 

  )Re(
2

z
zz

x =+=      )Im(
2

z
i

zz
y =+=  

Nach Einsetzen und ausrechnen fällt z heraus 
 

Satz Liegt ein Teil der reellen Achse im Definitionsbereich, so kann man auch 
x = z und y = 0 setzen 
 

Def Komplexer Log arithmus 
ln z := ln | z | + iϕ                       (⇔ z = | z | eiϕ ) 
heißt komplexer Logarithmus und ist auf IR2 \ { y=0, x≤0} komplex 
differenzierbar. 
 
( ln (x + iy) )' = 1/z 
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§4 Lineare Differentialgleichun gssysteme 

 
Satz Satz von Cayley-Hamil ton 

det( xE - A ) = NxN

N

k

k
k

N

k

k
k Aaxa 0

00

=⇒ ∑∑
==

 

Verfahren Lin. hom. quadratische DGL-Systeme mit konst. Koeff . und AWP 
 

00)(),()(' yxyAWPmitxyAxy
����

==  

yAyyAy kk ����

=⇒= )('  

00
0

�

��

==∑
=

yyAa NxN

N

k

k
k ⇒ 

0)(

0

�

�

=∑
=

k
N

k
k ya ⇒0 

0)()(

0

=∑
=

xya
k

r

N

k
k   r=1, .. N heißen ass. DGL mit allg. Lsg. 

yr = c1l1(x) + ... + cNlN(x) ⇒ 
















=

)(

:

)(1

xl

xl

l

N

�

 

)(

)(

:

)(

...

::

...

)(
1

1

111

xlC

xl

xl

cc

cc

xy

NNNN

N
�

�

=































=  ⇒ 

)(')(' xlCxy
�

�

=  ⇒ )()( )()( xlCxy kk
�

�

=  ⇒  1,...,0);()( )( −== NkxlCxyA kk
�

�

 ⇒ 

1,...,0);( 0
)(

0 −== NkxlCyA kk
�

�

 
in Matrix-Form: 

( ) ( ))(),...,(,...,,, 0
)1(

00
1

0
2

00 xlxlCyAyAyAy NN −− =
��

����

 
 
Y = CL( x0 ) 
C = Y L-1( x0 )              L

-1 existiert ⇔ L regulär (voller Rang) 

 

)()( xlCxy
�

�

=  
 

Satz Lösbarkeit von AWP's 
Jedes AWP hat genau eine Lösung 
⇒ Dim IL = N 
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Def Fundamentalsystem 

Eine Menge },...,1|:{ NiIRIRy N
i =→

�

 heißt Fundamentalsystem von 

yAy
��

='  ⇔ sie ist Basis von IL. 

Für ein Fundamentalsystem },...,1|:{ NiIRIRy N
i =→

�

 ist  

IL = }:|{
1

1

N

N

N

i
ii IR

c

c

yc ∈
















∑
=

�

 

Verfahren Bestimmung eines Fundamentalsystems mit AWP 
Bestimme die Lösung von N AWP's iexyxyAxy

����

== )(),()(' 0 , i = 1, ..., N, 
wobei ei Basis des IRN 
 

Verfahren Bestimmung eines Fundamentalsystems mit EW ∈�  IR 
wenn die EW λ1, ..., λN von A paarweise verschieden sind, so sind die 
Eigenvektoren N

N IRcc ∈
��

,...,1  Linear unabhängig ⇒ 

)(),...,(,..., 11
1 xyxyecec N

x
N

x N
����

=λλ  sind Fundamentalsystem 
 

Verfahren Bestimmung eines Fundamentalsystems mit EW ∈�  C 
ibaiba −=+= λλ , komplexe Eigenwerte von A 

Eigenvektoren zu βαλ
���

ic +=:      βαλ
���

ic −=:  

komplexe Lösungen: xx ecec λλ ��

,  

))sin()cos()(( bxiebxei axax ++ βα
��

 

reelle Lösungen: Re( xec λ�

 ), Im( xec λ�

 ) 
 

Def Wronski-Matrix 
)(),...,(1 xyxy N

��

Fundamentalsystem von )()(' xyAxy
��

= , dann heißt  

W(x)=( )(),...,(1 xyxy N

��

) Wronski-Matrix des DGL-Systems- 

IL={ N

N

N

i
ii IR

c

c

yccxW ∈















= ∑

=
:|)(
1

1

��

} 

Verfahren Lin. inhom. DGL-Systeme mit konst. Koeff. 
)()()(' xbxyAxy

���

+=  
NIRIRy →:

�

 

spsp ycxWyyy
�����

+=+= )(hom  

Ansatz (der Varierten Konstanten): 

�

..var

)()(
Konst

sp xcxWy
��

=  (weil auch ysp in IL liegen muß) 

)(')()()('' xcxWxcxWy sp

���

+=  

      )()( xbxyA sp

�
�

+=  

      )()()( xbxcxAW
��

+= ⇒ 

∫ −=⇒= )()()()()(')( 1 xbxWxcxbxcxW
����

          ⇒      ∫ −= )()()( 1 xbxWxWysp

�
�
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§5 Nichtlineare Gleichun gssysteme 
 
 Lösbarkeitsbedingung für MxF 0)(

���
=  

MN IRIRF →:
�

   N > M 
Es gibt ein a

�
∈ IRN mit MaF 0)(

���
=  

 
Ersetze MxF 0)(

���
=  in der Nähe von a

�
 durch ein lin. System 

(Fk stetig partiell differenzierbar in Kε( a
�

 )) 
 

∑
=

−++=
N

i
iiikkxkNk axxaFaFxxF

i
1

,1 )))(()(()(),...,(
���

δ     k=1,...,M 

0)(,  → → yxik x ���
δ  

∑
=

−+≈
N

i
iikxkNk axaFaFxxF

i
1

1 )))((()(),...,(
��

 

















−

−
















+≈

NNMxMx

xx

k

ax

ax

aFaF

aFaF

aFxF

N

N

:

)(..)(

::

)(..)(

)()(
1111

1

1

��
�

��
���

 

(Verallgemeinerung der Ersetzung einer Funktion durch ihre Tangente) 
 

Def Jakob i-Matrix 
MN IRIRaKF →⊂)(: ��

ε  stetig partiell differenzierbar. Dann heißt  
















=
















==

)(

:

)(

)(..)(

::

)(..)(

)()(
111

1

1

aFgrad

aFgrad

aFaF

aFaF

aJa
xd

Fd

MMxMx

xx

F

N

N

�

�

��

� ��
���

� �
 Jakobi-Matrix von 

F� in a� . 
 

Def Totale Ableitung 
Die lin. Abb. MN IRIR →Φ : xaJx F

���
�

)()( =Φ  heißt totale Ableitung von F� in 

a� . 
 

Satz Satz über implizite Funktion un d lokale Auflösbarkeit 
MN IRIRaKF →⊂)(: ��

ε  stetig partiell differenzierbar nach allen Variablen. 

MaF 0)( ��� =  
Betrachtung der Jakobi-Matrix  



























==

+

+

+

∂
∂

∂
∂ ����

	



 ��




�




���� ����� ��




�











����

�

)(
),...,(

11

)(
),...,(

11

,

1

1

,

1

1

)(..)(

::

)(..)(

)(..)(

::

)(..)(

)()(

a
xx

F

MxMx

xx

a
xx

F

MxMx

xx

F

NM

NM

NM

M

M

M

aFaF

aFaF

aFaF

aFaF

aJa
xd

Fd
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Ist die Determinante von )(
),...,( 1

a
xx

F

M

�
�

∂
∂

 ≠ 0 (d.h. Rang )(aJ
F

�
� =M), dann 

gibt es eine lokale Auflösung des nichtlin. Gleichungssystems 

MxF 0)(
���

= nach den Variablen M
xx ,...,

1 , d.h. folgendes: 
Benennungen 
x1 = y1  ...   xM = yM 
xM+1= z1 ... xN = zN-M 

a1 = b1  ...   aM = bM 
aM+1= c1 ... aN = cN-M 
Es gibt eine Kugel Kδ( c

�
) ⊂ IRN-M und eine Kugel Kτ( b

�
) ⊂ IRM und eine 

eind. def. Funktion :v
�

 Kδ( c
�

) → Kτ( b
�

), so daß v
�

( c
�

 ) = b
�

und 

MzzvF 0)),((
�����

= . v
�

 ist stetig partiell differenzierbar nach allen Varialben. 
Die Ableitungen werden nach der Kettenregel berechnet. 

 

































−

−

)(..)(

::

)(..)(

)(..)(

::

)(..)(

1

1

1

1 1111

cvcv

cvcv

aFaF

aFaF

MN

MN

M

M

MzMz

zz

MxMx

xx

��

�

��

��

�

��

+ )(
),...,( 1

a
xx

F

NM

�
�

+∂
∂

=0 

)(
),...,( 1

a
xx

F

M

�
�

∂
∂

)(
),...,( 1

c
zz

v

MN

�
�

−∂
∂

 + )(
),...,( 1

a
xx

F

NM

�
�

+∂
∂

=0 

)(
),...,( 1

c
xz

v

MN

�
�

−∂
∂

= 
1

1

)(
),...,(

−







∂

∂− a
xx

F

M

�
�

 )(
),...,( 1

a
xx

F

NM

�
�

+∂
∂

 

 
Def Singuläre und reguläre Punkte 

}0)(|{
����

== xFxK  
a

�
∈ K heißt regulärer Punkt von K ⇔ Rang )(aJ

F

�
� = M 

a
�

∈ K heißt singulärer Punkt von K ⇔ Rang )(aJ
F

�
� < M 

K heißt regulär ⇔ alle Punkte von K sind regulär. 
 

Satz Restringierte Optimierung und Lagrange-Multiplikatoren 
















=>→

),...,(

:

),...,(

)(,:

11

11

N

N

MN

xxg

xxg

xgMNIRIRg
���

 

}0)(|{
����

== xgxK  kompakte Menge 
f: K ⊂ IRN ⇒IR 
gi,f stetig partiell differenzierbar 
 
Seien 1x

�
, 2x

�
 ∈ K mit f( 1x

�
) = Max f( K ) und f( 2x

�
) = Min f( K ) 

 
Wenn 1x

�
, 2x

�
 reguläre Punkte von K sind, dann gibt es M reelle Zahlen  

λ1, ..., λM , so daß ∑
=

=
M

i
ii xggradxfgrad

1
11 )()( λ

��
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Bem. Es gibt 2 Sorten von Kandidaten für Extrema: 

1. Singuläre Punkte 
2. die Lösungen x1,...,xN, λ1, ..., λM des Gleichungssystems 

0),...,(

:

0),...,(

1

11

=

=

NM

N

xxg

xxg

 

0),...,(),...,(
1

11 11
=− ∑

=

M

i
iNixNx xxgxxfgrad λ  

            : 

0),...,(),...,(
1

11 =− ∑
=

M

i
iNixNx xxgxxfgrad

NN
λ  
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§6 Kurven un d Kurvenintegrale 
 
Def Parameterdarstellung einer Kurve 

℘: ],[: baϕ� → IRN 















=

)(

:

)(

)(
1

t

t

t

Nϕ

ϕ
ϕ�  

Tangete )(
)()(

0
0

0

0
t

tt

tt
tt

ϕϕϕ �
�

��  →
−
−

→ , wenn Parameterdarst. differenzierbar. 

Def Trägermenge der Kurve 
Trägermenge = Tr(℘) = { )(tϕ� | t ∈ [a, b] } 
 

Def Kurve 
Kurve ≈ Trägermenge + Durchlaufungsrichtung 
 

Def Glatte Parameterdarstellung 
],[: baϕ� → IRN, )(tϕ

�
� : [a, b] → IRN stetig, )(tϕ

�
� ≠ 0�  

 
Def Äquivalente Darstellung 

],[: baϕ� → IRN,  ],[: βαψ� → IRN glatt heißen äquivalent ⇔  
Es gibt f: [a, b] → [α, β] mit f ist bijektiv, f ' > 0, f ' stetig und )(( tfψ� ) = )(tϕ�  
 
Eine Kurve ist Äquivalenzklasse äquivalenter Darstellungen. 
 

Def Tangente bei äquivalenten Darstellungen 
ϕ� , ψ�  äquivalent 

)('))(()( tftft ψϕ
�

�
�

� =  
Richtung der Tangente ist Kurveneigenschaft, die Größe Eingenschaft 
der Darstellung 
 

Def Stückweise glatte Kurve 
Summe aus endlich vielen glatten Kurven 
 

Satz gegenläufige Kurve 
zu ℘: ],[: baϕ� → IRN ist - ℘: - :ϕ�  [-b, -a]→ IRN mit  - ϕ� ( t ) = ϕ� ( - t ) 
 

Satz Länge einer glatten Kurve 

L(℘ ) = ∫∫ ++=
b

a

N

b

a

dtttdt )(...)( 22
1 ϕϕϕ

���
�  

Länge ist eine Kurveneigenschaft 
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Def Kurvenintegral 

G ⊂ IRN offen   ℘: ],[: baϕ
�

→ IRN glatte Kurve mit Tr(℘) ⊂ G 

K
�

: G → IRN stetiges Vektorfeld 
Das Kurvenintegral längs ℘ über K

�

 ∫
℘

• xdxK
��

�

)(  wird definiert durch  

∫ •
b

a

dtttK )())(( ϕϕ
����

 

 
Satz Kurvenintegral der gegenläufigen Kurve 

∫
℘−

• xdxK
��

�

)( = - ∫
℘

• xdxK
��

�

)(  

 
Satz Potential 

Besitzt K
�

: G → IRN ein Potential Φ, so gilt für eine Kurve ℘ ],[: baϕ
�

→ 

IRN, Tr(℘) ⊂ G mit Anfangspunkt a
�

= ϕ
�

( a ) und Endpunkt b
�

= ϕ
�

( b ): 

∫
℘

• xdxK
��

�

)( = Φ( b
�

 ) - Φ( a
�

 )  

 
Satz Wegunabhängigkeit 

Besitzt K
�

: G → IRN ein Potential Φ ⇔ ∫
℘

• xdxK
��

�

)(  ist in G wegunabhängig 

⇔ Das Kurvenintegral ist wegunabhängig, wenn das Kurvenintegral über 
jede geschlossene Kurve 0 ist. 
⇔ G ist einfach zusammenhängend (hat keine Löcher) 

Ist ∫
℘

• xdxK
��

�

)(  in G wegunabhängig, a
�

∈ G fest, so ist ∫ •=Φ
x

a

ydyKx

�

�

��
�

�

)()(  

ein Potential zu K
�

. 
 

Def Komplexe Kurvenintegrale 
Kurve in C: z( t ) = x( t ) + i y( t ) 
z = x + iy 
f: G ⊂ C → C, z → f( z ) stetig 
f( z ) = u( x, y ) + i v( x, y ) 
 

∫
℘

• dzzf )( = ∫
℘

+•+ )()( idydxivu = ∫∫ ++−
��

udyvdxivdyudx  

 
Satz Rechenregeln für komplexe Kurvenintegrale 

1. ∫
�

( g( z ) + f( z ) )dz = ∫
�

g( z )dz + ∫
�

f( z )dz 

2. a ∈ C: ∫
�

a f( z )dz = a ∫
�

f( z ) dz 
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Satz Existenz einer Stammfunktion 
G einfach zusammenhängend 
f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar) 
⇒ Wenn U, V mit 

Ux = u = Vy,  
Uy = - v = - Vx 

existieren und a,b ∈ C Anfangs- bzw. Endpunkt von ℘, dann gilt 

∫
℘

• dzzf )( = ( U( b ) - U( a ) ) + i( V( b ) - V( a )) 

Es kann zu f nur dann eine Stammfkt. F = U + iV geben, wenn 
 Uxy = uy 

Uyx = -vx 
Vxy = vy 
Vyx = ux 

 
⇒ Das Vektorfeld 





− v

u
 hat ein Potential U, wenn uy = vx 

⇒ Das Vektorfeld 





u

v
 hat ein Potential V, wenn vy = ux 

 
Satz Cauchyscher Integralsatz 

G einfach zusammenhängendes Gebiet 
f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar) 
ux = vy, uy = - vx 
℘ geschlossene Kurve in G 
⇒ ∫

℘

• dzzf )( = 0 

 
Satz 1. Cauchysche Integralformel 

f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar) 
ux = vy, uy = - vx 
℘ einfach geschlossene Kurve in G, die math. positiv durchlaufen wird 
a ∈ I(℘ ) (im Inneren der Kurve) 

⇒ dz
az

zf

i
af ∫ −

=
�

)(

2

1
)(

π
 

 
Satz Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel 

f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar) 
ux = vy, uy = - vx 
℘ einfach geschlossene Kurve in G 
a ∈ I(℘ ) (im Inneren der Kurve) 

⇒ ∫ +−
=

�

dz
az

zf

i

k
af

k
k

1
)(

)(

)(

2

!
)(

π
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Satz Residuensatz 

f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar) 
ux = vy, uy = - vx 
℘ einfach geschlossene Kurve in G 
a1,...,an ∈ I(℘ ) (im Inneren der Kurve) 

∑∑ ∫
∏

∫
∏ ==

=

+

=

+
=

−
=

−

N

j
j

N

j K
N

i

k
N

i

k

Rdz
az

zf
dz

az

zf

j ii 11

1

1

1

1 )(

)(

)(

)(
�

 

Anwedung der verallgemeinerten Causchyschen Integralformel 

j
j

az

N

ji
i

kk
k

k

K
N

ji
i

kkK
N

i

k

R
k

i

azaz

zf

dz

d

dz
azaz

zf
dz

az

zf

j

ji

j

j

j
jij i

=





















−−

=
−−

=
−

=≠
=

++

≠
=

++

=

+

∏

∫
∏

∫
∏

!

2

)()(

)(

)(

)()(

)(

)(

)(

1

11

1

11

1

1

π

 

 
Satz Jede in einem Kreis um a komplex differenzierbare Funktion f läßt sich 

dort in die Potenzreihe ∑
∞

=
−=

0

)(

)(
!

)(

2

1
)(

k

k
k

az
k

af

i
zf

π
entwickeln. 
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§7 N-dimensionale Integration 
 
Satz Mehrfachintegrale auf Quadern 

B = { ( x1, ..., xN) | ai ≤ xi ≤ bi } (Quader) 
f stetig auf B 

Mann kann ∫∫∫
B

NN dxdxxxf ...),...,( 11 = ∫ ∫ ∫ 





















N

b

a

b

a

N dxdxdxxxf ...),...,(... 211

2

2

1

1

 

explizit ausrechnen, die Integrationsreihenfolge ist bei stetigem f egal. 
 

Satz Integrale auf durch Funktionen beschränkten Bereichen 
B={(x,y)| a ≤ x ≤ b, g( x ) ≤ y ≤ h( x )} 

∫∫
B

dxdyyxf ),( = ∫ ∫ 








b

a

xh

xg

dxdyyxf
)(

)(

),(  

Satz 2-dim. Verfahren nach Satz von Gauß in der Ebene 
℘ einfach geschlossene Kurve, Tr(℘) ⊂ IR2 
K

�

: I(℘ ) ∪ Tr(℘) → IR2 stetig differenzierbares Vektorfeld 

∫∫ −
)(

12 )),(),((
�

I

yx dxdyyxKyxK  = ∫ +
�

dyyxKdxyxK ),(),( 21  

Rechnerisch: 

∫∫
)(

),(
�

I

dxdyyxf  = ? 

Berechne K
�

( x, y ) mit f(x, y) = ),(),( 12 yxKyxK yx −  

 
Satz Transformationformel 

N Quader, B komplexeres Gebiet 
x
�

∈ N, y
�

∈ B, 

g
�

: N → B, g
�

( N ) = B, g
�

 inj. auf N
�

, det( )(xJ g

�

� ) ≠ 0 für x
�

 ∈ N
�

 

g
�

 stetig partiell diffbar 
f : B → IR stetig 
 

∫ ∫ ∫ ∫=
B N

g xdxJxgfydyf
�����

� ))(det())((...)(...  
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