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81 Taylor-/Fourier-Reihen/-Polynome

Def1,1

Satz 1.2

Def 1.3

Def1.4

Taylorpolynome

sind Polynome, die f lokal in der Nahe von xo moglichst gut approximieren
XoOIR, f: (Xo-€,X+€) - IR, €>0

f n-mal diff 'bar in xo

f(k)( Xo )

n

Ta( X0, X) = 3 ww-eecmeee- ( X - Xo )* heilt Taylorpoly. zu f in xo vom Grad n
- k!

Ansatz: n

Tn( Xo, X) :kZOAk (x-Xo)"

Forderung:
o (%0, x) = f9%(x0), k=1, ..., n

Tn“)(xo,x):;n:lAk k(k-1)...(k-1+1)(x-x0)"

To¥ (%0, %) = 3 Acll = x0),

Fehlerdarstellung fur Taylorpolynome
An(x) =f(x) - Tn( Xo, X)

=(-" [ 0 g
Xo n!
wenn f stetig

Taylorreihe
f(k)( Xo )
3 oo ( X - Xo )* heif’t Taylorreihe zu f in xo

n- o

Sie konvergiert gegen f( x ) fur An(x) — O innerhalb des
Konvergenzradius R > | X - Xo |

Eine Funktion f( x ) laRt sich durch ihre Tailorreihe darstellen, wenn
f( z ) um a komplex differenzierbar ist.

Skalarfeld

DOIRY, f: D - IR heiRt Skalarfeld auf D
Schreibweise: f( X1, ..., Xn )



Def 1.5

Def 1.6

Def 1.7

Def 1.8

partielle Ableitung
DOIRY, : D ~ IR Skalarfeld
x°, ..., x) OD

d of

e (X, ey X)) | = e (X1°, oy X))

dx X = x° 0X1

heiRt partielle Ableitung von f nach x; in (x:°, ..., X.°)

Gradient

DOIRY, f: D - IR Skalarfeld besitze partielle Ableitungen nach xi, ...

Uberall in D

of E
00X [
0: C:D - IRY heiRt Gradient von f (grad f)
gof C

Pt

Fourierpolynom
f: (-,m) - IR
n

ao + kz (‘ak cos kx + by sin kx ) mit den Fourierkoeffizienten
=1

a, =%T_Inf(x)dx, a, =%if(x)cos(kx)dx, b, =%if(x)sin(kx)dx
heil3t Fourierpolynom vom Grad n von f und Fourierreihe firn — o
Fehlerdarstellung fur Fourierpolynome

N = }[ f (X) - F(X)]?dx

Minin:;ler Fehler:

K (8g.--b) = jf(><)2d><—2ﬂ‘ao2 —Zﬂ(af +b5)
Wenn If(x)zdx existiert, gilt die besselsche Ungleichung

2ira,” + Zn(af +b?) S%If (x)2dx

sowie A% (ay,...b) 0[] -0«
Parsevalsche Gleichung:

2ira,” + Zn(af +b?) :%If(x)zdx

1Xn



Satz Wechsel der Periode

f.[-t,f] - IR
n KTiX KTiX
Qo + kzl( ax COS ------ + by sin -------- ) mit den Fourierkoeffizienten

a, :%jtf (Xdx, a =¥1jtf(><)008($)dx1 b, =%jtf(x)s—n($)dx

f aperiodisch: | - o (Fouriertransformierte)



§ 2 Rechnen im IRM

Def

Def

Def

Def

Def

Def

Def

Def

Def

Skalarprodukt
(%,y)= Z x.y, heiRt Skalarprodukt

Norm
||>*<||:|>*<|:+ (%,%) hei3t Norm
Eigenschaften: wie Betrage

Metrik
d(X,y) =|X- | heiBt Metrik und ist geometrisch als Abstand zwischen 2

Punkten/Vektoren interpretierbar
Eigenschaften: wie Betrage

Kugel
K(%o, F) ={X]||X-Xo|<r} heildt (offene) Kugel um xo mit Radius r

Offnen Menge . -
M O IR" heit offen = zu jedem xo O M gibt es ein € > 0 mit K( xo, €) O M

(Weg-)zusammenhangende Menge

-

M O IR" heiRt zusammenhangend - zu je zwei Punkten xo, yo O M gibt

es Punkte Xy, ..., Xn, SO dald die Strecken zwischen Xxp und X1, X; und X»
usw. in M liegen.

Gebiet
M O IR" heiRt Gebiet = M ist offen und zusammenhangend

Folge im IRV

o | N
(X,),n =0 ¢ [ heilRt Folge im IR™.

Es

(X,).n heifldt Punktfolge, wenn alle Folgenglieder verschieden sind.
Grenzwert einer Folge

;1 0 IR heilRt Limes oder Grenzwert einer Folge - zu jedem & > 0 gibt
esein N, so dars;n O K(:at, €) firn>N.

(= (X, n)non (Komponentenfolgen) konvergieren gegen a; )



Def

Def

Def

Def

Def

Def

Def

Def

Satz

Def

Def

Satz

Haufungspunkt einer Folge

Eine Punktfolge (%), besitzt a0IRN als Haufungspunkt

= es gibt eine Teilfolge, die gegen a konvergiert

= zu jedem zu jedem ¢ > 0 gibt es unendlich viele Folgenglieder,
diein K(a, €) firn > N.

Haufungspunkt einer Menge
3 heiRt Haufungspunkt von M 00 IRV, wenn es in M eine Punktfolge gibt,
die a als HP hat. ( der HP mul3 nicht zur Menge gehoren)

abgeschlossene Menge
M O IR" heiRt abgeschlossen - alle HP's der Menge gehéren zur Menge

Abgeschlossen Hille
M =M O{a|aist Hp von M} hei3t abgeschlossene Hiille von M

Offener Punkt
X O M heil3t offener Punkt von M < es gibt ein € > 0 mit K(Xo, €) O M
(M offen = alle Punkte von M sind offen)

Offener Kern von M

M = Menge der offenen Punkte von M

Rand einer Menge
oM =M —M heil3t Rand von M

Beschrankte Menge/Punktfolge
Eine Menge M (Punktfolge) des IR" heiRt beschrankt - {{X||xOM} ist

beschrankt.
(= kein Punkt ist unenlich weit von Ursprung entfernt)

Jede beschrankte unendliche Menge (Punktfolge) hat mindestens einen
Haufungspunkt.

Kompakte Menge
M O IR heiRt kompakt —~ M ist abgeschlossen und beschrénkt.

Stetigkeit
DOIRY % 0D  f:D - IR" (L=1: Skalarfeld, L=N: Vektorfeld)

f stetig in X,00D < die komponentenfunktionen von f sind stetig in
X, 0D

Satz vom Minimum (Maximum)

K O IRM kompakt

f: K - IR stetiges Skalarfeld auf K

f nimmt auf K ein Minimum und ein Maximum an



8§3A Differentiation von Skalarfeldern

Def 3.1

Satz 3.2

Satz 3.3

Satz 3.4

Satz

Satz

Def

Satz

Satz

totale Differenzierbarkeit
a0IRY: f: K(d, €) - IR heitin a total differentierbar -
He~&H
f(X)=(A(X),...A(X)O : o f@und |jmA (X) existieren:i=1,...,N

ho-al

Totale Differenzierbarkeit
alIRY; f:K(d,¢) - IR
fin a total differenzierbar O fistin a nach allen Variablen partiell

diffferenzierbar und ¢ =1, () :g—f(é) ,d.h. C=grad f(3)
i X.

Totale Differenzierbarkeit
alIRY; f:K(d,¢) - IR
fin K(&, €) stetig partiell differenzierbar 0 fistin & total diffferenzierbar

Kettenregel
a0IRY; f:K(d,¢) - IR, ¢§: IR — IR

d N
0= Z f ()¢ "(1) =(grad f(@(1).6'(1))

Mittelwertsatz fur Skalarfelder
D O IRN offen

f:D - IR total differenzierbar, &, b 0D, b 0 D
[ Es gibt €0ab mit f(b) - f( & )= <grad f(é),5—5>

Satz von Schwarz
Sind alle 2. partiellen Ableitungen eines Skalarfeldes stetig, kommt es
nicht auf die Reihenfolge der Differentiation an.

Eigenwerte
Eigenwerte einer Matrix A sind die Nullstelle des charakteristischen
Polynoms det(xE-A)

Satz aus der LA
Reelle, symetrische Matrizen besitzen nur reelle Eigenwerte

Cartesische Zeichenwechselregel

Hat das Polynom x" + ... + ao nur reelle Nullstellen, so gilt:
alle ai>0 O alle Nullstellen neg.

alle ajai1 <0 O alle Nullstellen pos.



Satz Minima und Maxima von Skalarfeldern
a0 IRY; f: K(d, €) - IR Skalarfeld hat in & lokales Min/Max
h#0, g.(t) = f(a+th) Geradenschar hat in t=0 fur
1. alle hein Min/Max O f hatin dein Min/Max
2. mache h ein Min und manche h ein Max O f hatin deinen Sattelpkt.
d2 N d N N N . t=0 N
—g.(t) =) (—f, ((a+th))h = f., (@+th)h)h =Y f , (3)h
7903 (g K (@Th =3 (5 £, @R = f,, @hh
T @ o o, @ T
=m0 i
T @ o o @
Def Hessematrix
Hf@ - o @F
o : C hei3t Hessematrix von fin a: Hi(a)
0 = = L
|:|fox1 (a) foxN (a) C
Satz Forts.
N
Z frx (@DH sei
i,]=1
1.>0firalle hO fhatin d ein lokales Min
2.<0firalle hO fhatin a ein lokales Max
3. > 0 fiir mache hund < O fir mache h O f hatin d einen Sattelpkt.
Schema Beziehung zwischen Eingenwerten von Hi(a) und rel. Extrema
fhatin a Eigenwerte von Hi(a) |Char. Polynom H¢(a) heil3t
1 | Minimum alle EW >0 Koeff. alternierend pos. definit
2 | Max alle EW <0 alle Koeff. > 0 neg. definit
3 | Sattelpunkt |[manche EW >0 ao20, indefinit
manche EW <0 sonst weder 1 noch 2
4 |keine Auss. |alle EW =0 nur A = 0 Nullstelle entartet
5 |kein manche EW =0 a=..=anx=0 neg. semidefinit
Minimum mache EW <0 alle anderen Koeff > 0
6 |kein manche EW =0 a=..=anx=0 pos. semidefinit
Maximum mache EW >0 alle anderen Koeff

alternierend




83B komplexe Differentiation

Def

Def

Satz

Satz

Def

Satz

Def

komplexe Differenzierbarkeit
fiK(zo,€) - C;f(z)=u(x,y)+iv(xy)

f komplex differenzierbar = der komplexe Differenzenquotiernt existiert.

f = u + iv komplex differenzierbar in zo = u, v total differenzierbar in (Xo, Yo)

und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Ux(Xo, Yo) = Vy(Xo, Yo)
'Uy(X01 yO) = VX(X01 yO)

Laplace-Operator
D O IR offen; u: D - IR 2x stetig partiell differenzierbar

N

Au = Zuxxi =0 heil3t Laplace-Gleichung. A heil3t Laplace-Operator. Die

Ldsungen u der Laplace-Gleichung heil3en harmonische Funktionen.

Komplexe Differenzierbarkeit

Skalarfelder u, v erfullen die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

= f=u +ivist komplex differenzierbar

= Au = Av=0

Potential @
D O IRN Gebiet,

Fir ein Vektorfeld f:D — IRV existiert ein Skalarfeld ¢: D - IR <
die Integrabilitdétsbedingung fixj =f, fur1<i<j<N erfilltist.

exakte Differentialgleichung
Die Differentialgleichung fi(x, y) + f2(X, y) y' = 0 heil3t exakt = fiy, = fx

@RS IR, @=f, @=Ff
y ist LOsung einer exakten DGL fi(x, y) + f2(X,y) y'=0 =
o X, y(x)) = const.

Euler-Multiplikator
Ist f1(X, y) + f2(X, y¥) ¥' = O nicht exakt, so heil3t eine Funktion M( X, y)
EulerMultiplikator = M f; + M fo y' = O ist exakt.

f _f f _f adx
a(X): ly 2x a(y): 2X.f ly DM:efd

2 1

10



Satz

Satz

Def

Ubergang von f( x +iy ) zu f( z)

Nach Einsetzen und ausrechnen fallt zheraus

Liegt ein Teil der reellen Achse im Definitionsbereich, so kann man auch
x=zundy =0 setzen

Komplexer Log arithmus

Inz:=In|z|+id (o z=|z|e"?)

heiRt komplexer Logarithmus und ist auf IR?\ { y=0, x<0} komplex
differenzierbar.

(In(x+iy)) =1/z

11



84 Lineare Differentialgleichungssysteme

Satz Satz von Cayley-Hamilton
N N
det(xE - A) = gakx" O gakA" =0\

Verfahren Lin. hom. quadratische DGL-Systeme mit konst. Koeff. und AWP

gakyr(k)(x) =0| r=1, .. N heiRen ass. DGL mit allg. Lsg.

Yr = C1|1(X) + ...+ CN|N(X) U

- H0f
=0 O
Hy 001
Hcll o Gy HH'l(X)H _
yx)=0: :m : [FCI(x) O

H:Nl o Gy HHN(X)H
V)=Cl'(x) O ¥R =Cl®(x) O A§x)=Cl®(x); k=0,...N-10
Ay, =Cl ¥(x,); k=0,...N-1
in Matrix-Form:

(%o, AV 225, AV, )= C (%), M (%)

Y = CL( Xo)
C=YLx) L™ existiert < L regular (voller Rang)
y(x) =CI(X)
Satz Losbarkeit von AWP's
Jedes AWP hat genau eine Lésung
O DimIL=N

12



Def

Verfahren

Verfahren

Verfahren

Def

Verfahren

Fundamentalsystem
Eine Menge {V. : IR - IR" |i =1,...,N} heiRt Fundamentalsystem von

y'=Ay - sieist Basis von IL.

Fur ein Fundamentalsystem {y, : IR - IR" [i =1,...,N} ist
. ®O

IL :{Zciyi |O: CHIR™}
b

Bestimmung eines Fundamentalsystems mit AWP
Bestimme die Losung von N AWP's y'(x) = Ay(X), Y(%)=8&,i=1,..., N,
wobei e; Basis des IR"

Bestimmung eines Fundamentalsystems mit EW & IR
wenn die EW A4, ..., An VOn A paarweise verschieden sind, so sind die
Eigenvektoren ¢&,....G, OIR" Linear unabh&ngig O

ceM,... .5 e™ = ¥,(X),....yy (X) sind Fundamentalsystem

Bestimmung eines Fundamentalsystems mit EW & C
A =a+ib,A =a-ibkomplexe Eigenwerte von A
Eigenvektorenzu A:€=a+if A:C=a-if

komplexe Losungen: ce™,ce™

(@ +iB)(e™ cosbx) +ie™ sin(bx))

reelle Losungen: Re( ¢e™ ), Im(ce™ )

Wronski-Matrix
Y, (X),-..,.¥y (X) Fundamentalsystem von y'(x) = Ay(x), dann heif3t

W(X)=( ¥,(x),...,¥y (X)) Wronski-Matrix des DGL-Systems-
! H
IL={W(x)C = Zci y, 10: 0OIR"}
N
Lin. inhom. DGL-Systeme mit konst. Koeff.
y'(¥) = A¥(x) +b(x)
y:IR - IR
y = yhom + ysp :W(X)é + YSp
Ansatz (der Varierten Konstanten):
Yo =W(X) €(x) (weil auch yspin IL liegen muR)
var.Konst.
Y'p =W'(X)C(X) +W(X)C'(X)
= AJp () +b(%)
= AW(X)E(X) +b(x) O
W()E'(x) =b(x) O €(x) = [W(x) *b(x) 0 95 =WEI[W() *b(x)

13



85 Nichtlineare Gleichungssysteme

Def

Def

Satz

Losbarkeitsbedingung fiir F(X) =0,
FIRY - IRY N>M
Es gibt ein a0 IRY mit F(3) =0,

Ersetze F(X)=0,, in der Nahe von 3 durch ein lin. System
(F« stetig partiell differenzierbar in K¢(a ))

F (%o Xy ) = |:|<(<'?1)+Z(Fk>g @+, (X))(x —-a) k=1,...M
8 ()0 M- 0

Fic (X, %) = F(8) + Z(Fk)g @)% -a))

IR, (@) - 1XN(a>@3x1 aig
F(x) F.(a)+0O KR
Fu@ - Fu (a)%x ~a,f

(Verallgemeinerung der Ersetzung einer Funktion durch ihre Tangente)

Jakobi-Matrix
F:K,(@)OIRY - IR stetig partiell differenzierbar. Dann heiRt
HF @ . Fy (a)H ngadF(a)E

[ Jakobi-Matrix von

Q(a) J. (a) ) : :
S:Mxl@ . Fu @0 Egrad Fy @F

Fin &.
Totale Ableitung
Die lin. Abb. ®:IR" - IR" ®(X) =J.(8)% heildt totale Ableitung von F in

—

a.

Satz Uber implizite Funktion und lokale Auflosbarkeit

F:K, (@) OIRY - IR stetig partiell differenzierbar nach allen Variablen.
F(a) =0,

Betrachtung der Jakobi-Matrix

~ - L
@ . R, @ F,. @ .. F,@rC
(a) J:(8) = B K : : : E
Fin@ - Fu, @ P, @ - P, @)
p p L
oF oF =
H 0(Xv ..... XM)(é) 0(XM+' ..... xN)(a) E

14



Def

Satz

—

Ist die Determinante von a—F(él) # 0 (d.h. Rang J.(d)=M), dann
O(X,,s X))
gibt es eine lokale Auflésung des nichtlin. Gleichungssystems

F(X) =0,, nach den Variablen *;: Xy | d.h. folgendes:

Benennungen

X1=¥Y1 ... XM=Ym
XM+1= Z1 ... XN = ZN-M
a1:b1 aM:bM

am+1= C1 ... an = CN-M ~
Es gibt eine Kugel Ks( ¢) 0 IRY™ und eine Kugel K( b) O IRY und eine
eind. def. Funktion v: Ks( €) — K{( b), sodaR v ( & ) = bund

F(V(2),2) :6M . V ist stetig partiell differenzierbar nach allen Varialben.
Die Ableitungen werden nach der Kettenregel berechnet.

Foo@ o P @M@ - v, OF . q
a . ;M . : C+ m (3)=0
%:Mxl @ . FMXM (@) %’Mzi © . Vg, (©) E ML AN

F @ o+ F (@0

O(X,Xy) 0(Z,-Zy ) O(Xpp41-+0r Xy )

o .. [@ o O o
) %(xl,---,xw(a)% )

Singulére und reguléare Punkte

K ={X|F (%) =0}

at K hei3t regularer Punkt von K = Rang J.(8)=M
at K heil3t singularer Punkt von K = Rang J.(8)<M

K heil3t regular = alle Punkte von K sind regular.

Restringierte Optimierung und Lagrange-Multiplikatoren
Epl(xi“"’XN)E
g:IR" - IRY, N>M §x=0g : C
70 (%% E

K ={%X|§(X) =0} kompakte Menge

fKOIRVOIR

0i,f stetig partiell differenzierbar

Seien %, X, 0K mit f(X) = Max f( K ) und f(X,) = Min f(K)

Wenn X, X, regulare Punkte von K sind, dann gibt es M reelle Zahlen

M
A1, ..., A\m, so dal grad f(X)= Zgrad g, (X)A,

15



Bem.

Es gibt 2 Sorten von Kandidaten fur Extrema:
1. Singulare Punkte

2. die Lésungen Xi,...,Xn, A1, ..., Am des Gleichungssystems
91 (%0 %y) =0

Gy (X500 Xy ) =0

M
grad f, (X, Xy) ~ Z O, (%5 Xy )A =0

M
grad f, (X, Xy)— Z Oix, (Xi-s Xy )A; =0

16



86 Kurven und Kurvenintegrale

Def

Def

Def

Def

Def

Def

Def

Satz

Satz

Parameterdarstellung einer Kurve
0.0 F
O: @:[abl - IRN@t)=0 : €

B ®F

Tangete Ql]t - ¢5(t0) , wenn Parameterdarst. differenzierbar.

#(t)-6(0)
t, -t

Tragermenge der Kurve
Tragermenge =Tr(O) ={ ¢(t)| t U [a, b] }

Kurve
Kurve = Tragermenge + Durchlaufungsrichtung

Glatte Parameterdarstellung
d:[a,b] - IRY, ¢(t): [a, b] - IR stetig, @(t)= O

Aquivalente Darstellung
¢:[ab] - IRY, @:[a,B] - IRY glatt heiBen aquivalent -
Es gibt f: [a, b] — [a, B] mit f ist bijektiv, f* > 0, f* stetig und @(f (t)) =@ (t)

Eine Kurve ist Aquivalenzklasse aquivalenter Darstellungen.

Tangente bei &quivalenten Darstellungen
@, ¢ aquivalent

PO =g(feNf'E®
Richtung der Tangente ist Kurveneigenschaft, die Gré3e Eingenschatft
der Darstellung

Stickweise glatte Kurve
Summe aus endlich vielen glatten Kurven

gegenlaufige Kurve
zul: @:[ab] - IRVist-0:- ¢:[-b,-a]- IR mit - F(t)=F(-t)

Lange einer glatten Kurve
b b
L@ ) = [ldt= (o7 (0 +..+ o3 Ok

Lange ist eine Kurveneigenscharft

17



Def

Satz

Satz

Satz

Def

Satz

Kurvenintegral
G OIRYoffen O: ¢:[ab] - IR" glatte Kurve mit Tr(0) O G

K:G - IR stetiges Vektorfeld
Das Kurvenintegral langs O tiber K m[IZ()“()- dx wird definiert durch

IK(W))' G(t)dt

Kurvenintegral der gegenléufigen Kurve

K(X)s dx=- [K(X)e dX
I I

Potential
Besitzt K: G - IR" ein Potential ®, so gilt fir eine Kurve OO0 ¢ :[a,b] -

IR, Tr(O ) O G mit Anfangspunkt d= ¢ (a) und Endpunkt b= @ (b ):
D[Ko?)-cb?: d(b)-d(d)

Wegunabhangigkeit
Besitzt K: G — IR ein Potential ® - D[IZ()“()- dX istin G wegunabhangig

= Das Kurvenintegral ist wegunabhangig, wenn das Kurvenintegral tber
jede geschlossene Kurve 0 ist.
= G ist einfach zusammenh&ngend (hat keine Locher)

X

Ist D[K(z)- dX in G wegunabhangig, a0 G fest, so ist ®(X) =I|Z(y)- dy
a

ein Potential zu K .

Komplexe Kurvenintegrale

Kurve inC: z(t)=x(t) +iy(t)

z=Xx+ly

.GOC - C,z - f(z) stetig

f(z)=u(x,y)+iv(xy)

m[f(Z). dz:m[(u+iv)- (dx+idy):Iudx—vdy+iIvdx+udy

Rechenregeln fir komplexe Kurvenintegrale

1. I (g(z)+f(z))dz=f g(z)dz+I f(z)dz

2. aDC:I af(z)dzzaf f(z)dz

18



Satz

Satz

Satz

Satz

Existenz einer Stammfunktion
G einfach zusammenhangend
f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar)
0 Wenn U, V mit
Ux=u=V,,
Uy=-v=-V
existieren und a,b O C Anfangs- bzw. Endpunkt von [0, dann gilt

D[f(Z)'O|Z=(U(b)-U(a))+i(V(b)-V(a))

Es kann zu f nur dann eine Stammfkt. F = U + iV geben, wenn
Uy = Uy Viy = Vy
ny = 'Vx Vyx = Ux

u

O Das Vektorfeld % E hat ein Potential U, wenn uy = vy

\Y

0 Das Vektorfeld %E hat ein Potential V, wenn vy = uy

Cauchyscher Integralsatz

G einfach zusammenhangendes Gebiet

f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar)
Ux = Vy, Uy = - V

0 geschlossene Kurve in G

O m[f(Z). dz=0

1. Cauchysche Integralformel
f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar)
Ux = Vy, Uy = - Vx

O einfach geschlossene Kurve in G, die math. positiv durchlaufen wird

aldIl( ) (imInneren der Kurve)
_ 1.1

0 f(a) ——_I—dz

2rJ z-a

Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel

f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar)
Ux = Vy, Uy = - V

O einfach geschlossene Kurve in G

ad1(d ) (imInneren der Kurve)
k! f(2)
O f¥%@)=—(—" _dz
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Satz

Satz

Residuensatz

f = u + iv komplex differenzierbar (u, v stetig differenzierbar)
Ux = Vy, Uy = - Vx

O einfach geschlossene Kurve in G

ai,....,an J (0 ) (im Inneren der Kurve)

N
R I 1
I_ll(z a)k1+1 I—ll(z a)k1+1 =
Anwedung der verallgemeinerten Causchyschen Integralformel
R[N (@ dz:J’ < 2 dz=

il_ll(z—a)"i” Tz-a"z-a""

izj

H i
"N RRTI
(dz) D_ (z-a)""(z a)k'ﬂﬁZ k!

Jede in einem Kreis um a komplex differenzierbare Funktion f 143t sich

Y .I: (k) (a)

dort in die Potenzreihe f(2) :ig (z-a)* entwickeln.
2m & k!
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87 N-dimensionale Integration

Satz

Satz

Satz

Satz

Mehrfachintegrale auf Quadern
B={(x1, ..., Xn)|a<x<b} (Quader)
f stetig auf B

Mann kann Iﬂf(xl,...,xN)dxl...de = I...gjiETlf(xl,...,xN)dx1 X, E..de
B 2% |:|

explizit ausrechnen, die Integrationsreihenfolge ist bei stetigem f egal.

Integrale auf durch Funktionen beschrankten Bereichen
B={(x.y)lasx<b, g(x)<ys<h(x)}

b

)
Hf(x,y)dxdy: IE f(x,y)dyEix

B a X)
2-dim. Verfahren nach Satz von Gaul} in der Ebene
0 einfach geschlossene Kurve, Tr(0) O IR?

K:I(O)OTr(O) - IR? stetig differenzierbares Vektorfeld
r[([(sz(X1 y) - Kly(x1 y))dXdy = IKl(X1 y)dX+ Kz(x1 y)dy
7) 7

Rechnerisch:

r[([f (X, y)dxdy =7
)
Berechne K (x,y) mitf(x, y) = Ky (xy) =Ky, (X y)

Transformationformel
N Quader, B komplexeres Gebiet
xON, yOB,

G:N - B, G(N)=B, g inj.auf N, det( J,(X))#0fir x O N
g stetig partiell diffbar
f: B - IR stetig

f{ f()dy=]... { f (§(x))|det(J4 (%))[dx

| -0 0 O2¢n 20 - OIT05 AyaRSXe@ AT Pd==0°co (IO
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