Zusammenfassung der Vorlesung Rechner strukturen 3 WS 1999/2000
Anmerkungen

Diese Zusammenfasaung ist insofern nicht umfassend, als das technische Aspekte auf CPU-Ebene liberwiegend
ausgeklammert wurden.

Bei Fehlern, Anmerkungen, Fragen oder Kritik bitte ich um Mail unter kontakt@carsten-buschmann.de.
Weiterhin bin ich unter www.carsten-buschmann.de erreichbar.

Zur Notation: Indizes werden haufig durch Grof3-/Kleinschreibung verdeutlicht, d.h. Emin = Ep.

1. Einfdhrung in die Parall elverar beitung

Parall elverarbeitung Zidt auf gleichzeitige Berechnung von Ergebnissen
Parall elredhner Computer, mit dem Parall e verarbeitung mogli ch ist:
Menge von CPUs, die kommunizieren kénnen
Grad der Parallditét Anz. der an der Berechnung beteili gten CPUs
Moore' s Gesetz erreichbare Rechenleistung pro Chip verdoppelt sich alle 18 Monate
MIMD/Kontroll parall it & multi ple instruction stream, multi pe datastream
jede CPUs fuihrt ein eigenes Programm aus (z.B. Parsiteg
SIMD/Datenparall dlit &t singe instruction stream, multi pe datastream
alle CPUs filhren zu einem Zeitpunkt den gleichen Befehl aus (z.B.
Systola)
Durchsatz Anz. der Probleme, die pro Zeiteinheit von einem Rechner gelGst werden
kann
Latenz Ausfiihrungszeit der Berechnung eines gez. Problems
Pipelining Daten werden auf einem einfach gerichteten Datenpfad von einer CPU
zur néchsten weitergereicht
Speedup Latenz schnell ster seg. Alg.
Latenz schnell ster par. Alg.
Skali erbar Parall dlit dtsgrad wéachst mind. linear mit Problemgroiie
Sieb des Erathostenes MIMD:
(MIMD/SIMD) kann Effizienz verringern, Erg. verfélschen - mehr CPUs bringen keine
Verbesserung mehr
beide:

geringe Parall éitétsgrad bei opt. Speedup, massve Parall ditét wird nur
mit geringerem Speedup bel ohnt

Satz Speedup bel p CPU'sist der Speedupmax. p
Amdahls Gesetz 1
Gesamtspeadup <= -------------
f+@f)/p
Komplexitét, Sorten Mal3 fir den Aufwand einer Berechnung:
Zeit, Platz, Parall ditét (Periode, Leistung, Flache)
Obere/Untere Schranken O(f) & ex. k, sodal’ de Ausfuhrung max. k * f Zeiteinheiten dauert
Q (f) & ex. k, sodal? de Ausfiihrung min. k * f Zeiteinheiten dauert
Komplexitét eines Problems © O(f) ®O(f)undQ ()
Kosten einer parallelen Berechnung =Parall ditétsgrad * Latenz
Satz Kosten parall e/ seriell Cpar >= Cseq

Optimaler parallder Algorithmus & Cpar <=k * Cseq mit k unabh. von nund p
d.h. Speaduplinear zu p uind par. Alg mit 1 CPU nicht schlechter als sq.
Alg. bei n -> o

2. Parallele Rechner modelle

Lemma Sortieren mit PRAM EREW PRAM mit p CUPs kann p Zahlen in O( log p) sortieren, dasist
optimal = O(log p)

Satz Simulation versch. PRAMs  Jede PRAM kann von einer EREW PRAM mit einem Zeitfaktor von O( log
p) smuliert werden

UMA Uniform memory access Speicher ist gleichschnell von allen CPUs



zugreifbar

NUMA Speicher verteilt bel gemeinsamen Adresgaum, Geschw. variiert abh. von
zugreifendem Prozessor und Anz der zugreifenden CPUs
Probleme Speicherzugriff - Phys. gleichzeitiger Zugriff nicht moglich
- cache wherence
Zusammenfasaing PRAM einfaches Modell zur Untersuchung max. Parall i sierbarkeit
in Hinsicht auf gem. Speicherzugriff unrealistisch
Distributed Memory Modelle
Durchmessr eines Graphen ist das Max. der min. Pfade zw. je 2 Knoten
Schnittbreite min. Anz. Kanten, die man entfernen muf3 um Graph hélftig zu teilen
Leitungsénge Lange der langsten Leitung
Grad Anz. Kanten, die von einem Knoten ausgehen
Kunoten Ducchrnesser | Schnitbreite Gead konstante
Kantenlinge
Avtay p -l L 2 Ja
Ring p pf2 r ] Ja
Mesh p=k? 2k-2 k 4 Ja
Torus p=k? ' 2k 4 Ja
3-D-Mesh p=k? 3-3 k2 6 Ia
Baum p-1 2logp- L) L 3 Nein
Hypeuvcube p logp pf2 logp Nein
coc p=2fk | Zk rid 3 Nein
3. 1SA

I SA Eigenschaften

Senden entlang Zeilen
Zeil enakkumul ation
Vorteile ISA

ISA vs. SIMD

ISA vs. MIMD
(links) Ringschieben

Gossping

Mesh, global getaktet, verteilter Speicher, Kommunikationsregister
feinkérnig, schnell e Akkumulationsops., CPU optimiert auf Flache und
Leistungsverbrauch, bitseriell e Verarbeitung, typisch fir Bil dbearbeitung, Numerik,
Video, Krypto

<C. = Cwest; 1111; 0111>

<C.:= C + Cwest; 1111; 0111>

- kurze Leitungen

- kleine CPUs (small it fast, many)

- Akkumulationssops.

- Skalierbarkeit

- Taktverschiebung kein Prodlem - hohe Taktraten méglich

ISA leistungsfahiger:

Broadcast: 1SA 1 Befehl, SIMD-Mesh braucht n— 1

kleinere Kontroll flusdreite

<C. = Cwest; 1111; 0111>

<C. = Ceast; 1111; 1110>

1. Broadcast der ersten Spalte Uber die Rethen

2. Sichern des gesendeten Wertes

3. Schreiben des zu sendenden Wertes

4. Ringschieben der Zeilen

< C=Rn-1]; 1...1; 1...1 >

for i:=1to n-1 do begin
< C=Cwest; 1...1; 01..1 >; senden entl ang der Zeilen
< RHil]l:=C, 1...1; 1...1 >; Wert sichern
< C=Rn-1]; 1...1; 1...1 >; zusendende Zahl nach C
< C=OCnest; 1...1; 01..1> Ri ngschi eben
< C=~Ceast; 1...1; 1..10>
< C=Rn-1]; 1...1; 1...1 >; sichern der geschobenen

end . zu sendenden Zahl



4. Par allele Algorithmen auf versch. Modellen

Komplexitét opt. Merge
seriel

O(n* log n) (in jedem Falle)

Algorithmus Merge PRAM forall

Merge Array

OETS

0-1-Prinzip (Knuth)
Vorteile 0-1-prinzip

Karo zum Mergeim Array

Mergeim Mesh

Bitonische Folge
Bn
Satz Bn

Bitonic Merge

Sortieren auf PRAM

schnell er sortieren auf
PRAM

if i <n/2 then { low := n/2; high :=n
else {low :=0; high :=n/2

-1}
-1}
X = AliJ;
repeat
index := floor((low + high)/2);
if x <= Afindex] then high := index
else low = index + 1;

_1,

until low > high;
B[i + high - n/2+1]:=x;
endforall;
Komplexitét: O(log n) wg. log n Durchléufen der Schleife, Rest O( 1)

Odd-Even-Transposition-Sort auf Array

Sortiernetz sortiert bel. Folgen < Sortiert alle Folgen von 0 und 1

Beweis gehe Folien (2)

1. nur 2*n gtatt n! Kombinationen zu tberprifen

2. graphischer Beweis mit SW-Darstellung mgl.

Sortiernetz s. Folien (3)

Komplexitét O(n), Q (n)=n/2 (schlimmster Fall: halbes Array durchwandern)
1. Zeilen abwechselnd auf- und absteigend sortieren

2. Spalten nach unten sortieren

3. Zdlen aufsteigend sortieren

Beweis (0-1-P.):

2Fédle

1.1, j beide gerade oder ungerade (ungerade Anz. Zeilen dazw.) - 2 Bucke
2.1, ] eéner gerade @ner ungerade (gerade Anz. Zeilen dazaw.) > 1 Buckd

Komplexitét:

O®n), Q(¥n) (Durchwandern halber Zeile oder Spalte)

heif}t 0-1-Folge, wenn max. 2 Wechsdl zw. O und 1 (6 Sorten s. Folien (4))

n gerade: [O:n/2][1, n/2+1]..[n/2-1:n-1]

Bn auf eine bit. Folgen der Lange n angewandt - 2 bit. Folgen der Lange n/2
entstehen, untere Halfte enthélt gréflRere Elemente

Folgevon Bn, 2 Bn/2,...,n/2 B2 Netze

Besonders gedgnet: Hypercube, weil hier wie bendtigt die CPUs verbunden sind,
die Zweierpotenz Abstand haben

Komplexitét: O(log n), jede Stufe n/2 Vergleicher

2. Liste mul3 gespeigelt werden: rek Halften-tauschen (Hypercube: Tauschen mit
Abst. d-1, d-2,...,.1 > O(log n) zum Spiegeln von n Zahlen

Komplexitét: Tsort(n)=Tsort(n/2) + Tmerge(n)= Tsort(n/2) + c*log(n)
Tsort(1)=0

Tsort(n)= c*log(n) + c*log(n/2) + c*log(n/4) + ...+ c*1

=c*(log(n) + (log(n) — 1) + (log(n) —2) + ...+ 1)

=(logn/)2*(logn +1)

->0(log™2 n)

n"2 CPUs

CPUsin i-ter Zeile ehalten Afi], CPUs in j-ter Spalte ehalten A[j]

alleCPUs: wenn AJi] > AJj], danng auf 1 sonst O

Zeilensummation der g > di] = Anz. Elemente kleiner A[i]

CPU (i,0) schreibt A[i] nach Erg[d[i]]

Komplexitét: O( log n’) wg. Summation nach Turnieralgorithmus



Sortieren im Mesh

Shear Sort

zuerst Spalten Sortieren (O( Vn ) mit OETS)
dann (log(vn)) mal benachbarte ,Spalten“ Mergen O(vn)
- insges. O(log n *vn)

fori:=0tolog vn -1do

begin
sort_rows_alternating; O(Vn)
sort_colums; O(Vn)

end

sort_rows;

In jedem Durchgang wird die Anz. der schmutigen Zeilen halbiert = log vn

->0(logn* vn)

schneller sortieren im Mesh  Mesh in 4 Viertel aufteilen

Merge neu
sort_rows_alternating; O(Vn)
sort_colums; O(Vn)
sort_rows_alternating; O(Vn)
sort_colums; O(Vn)
sort_rows; Oo®Wn)

> O(Vn)

Bitonic Sort

5. Parsitec

Aufbau
Knoten

Control Net

Ethernet

High Spedd Link

Parix

Tsort(Vn)=Tsort(vn)/2) + Tmerge(vVn)  Tmerge(vVn) =c*vn  Tsort(1)=0
Tsort(vVn)= Tmerge(Vn) + Tmerge((vVn)/2) + Tmerge((Vn)/4) + ...+ Tmerge(2) +0
=cvn+cr(Vn)2+ c*(Vn)/4+ ... +c* 1
=c¢* (Vn+(n)/2+ ( n)l4+..+1)
idvn 2Id\m+1 _
=c* 2' =
1=0
solange aufteilen, bis nur 1 Element pro Folge, dann bitonic Merge
Komplexitét:
T(n) =log n + T(n/2)
T(n)=logn+log(n/2) +...+1
=logn+(logn-1) +..+1
=(log n)(log n +1)/2
=0(log"2 n) Vergleicherstufen an/2 Vergleicher

=c*(2vn—-1) = O(n)

24 Knoten durch 3 versch. Netze miteinander verbunden

PowerPC 133MHz, eigener Hauptspeicher, Festplatte

- 2 Entry-Knoten: 64MB, 2GB, 2 Ethernetkarten sind Verbindung zur Aulfenwelt
- 12 Redenknoten: Schnittstellen zu internen Netzen, 32 MB

- 101/0O-Knoten: wie Rechenknoten, aber PS2, VGA, par. und ser. Port

1 Kontrollboard pro Rack, ser. Verb. Gber C-Net, VT100Konsole mit Racks verb.
C-Net fur Kontrolle, Reset und Boaten der Konten

2 Hubs, Uber Entry Verb. mit IDA-Netz,

fir Administrationsaufgaben des OS sowie Synchronisation und Kontroll e parall el er
Anwendungen

75MB/s, 6 Router mit je 2 * 4 Ausgéngen mit Crosdarswitch

fur Kommunikation von EPX (embedded parix) zwischen Knoten, Weiterleitung von
Benutzereingaben/Ausgaben von/zu Entryknoten zu/von Redhenkonten

- Knoten logisch zu Wirfd angeordnet

- auf den Rechenknoten kénnen Threads gestartet werden

- links zw. Threads kénnen etabliert, Uiber sie gelesen/geschrieben, gebrochen werden

6. Hochstleistungsarchitekturen

Vektor prozessor

Vortele

hat zusatzli ch Verarbeitungseinheiten fir Vektoren und arithmetische und logische

Operationen sowie zum vektoriellen Zugriff

1. Ergebnise konnen in extrem tiefen Pipelines erzeugt werden (Komponenten
unabh. voneinander)



Anlaufzeit
Initii erungsrate
Pipeli netiefe

Einschrénkung
Partionierung
Schrittweite

Chaining
SIMD-Architekturen

Hilli s Thesen

Hilli s Vision

Architektur CM-1

Probeme

M IMD-Architekturen
CM-5

Intel Paragon XP/S

Cray T3E

Zusammenfasaing

2. weniger Anweisungen - geringe Befehlsbandbreite, weniger Pipeline stall s

3. Vektoren liegen auf bekannte Wese im Speicher - schneller gepipelineter
Zugriff moglich

4. Kontrollhazad am Ende ener Loap (all e Stufen der Pipeline miissen ausgewertet
werden, bis Branch entschieden werden kann) (die bei seriellem Zugriff nétig
waére) fallen weg

Anz. Taktzyklen bis zum Erscheinen des ersten Ergebnisses

Anz. Taktzyklen zw. Eingabe zweier aufeinanderfolgender Operandenpaae

Gesamtlatenz der Einheit
Pipelinetiefe >= Gesamtlatenz in Zyklen =

Zykluszeit
der Vektorlénge, d.h. VLR (Vektor-Length-Register) auf neue Lénge setzen
langeren Vektor auf mehrere Vektoren verteilen
normalerweise: Matrix zeilenweise im Speicher
Zugriff auf Spaltenvektor: Load/Store with Stride
Ausfiihren des 2. Vektorbefehls bereits dann, wenn die este Komponente des
Ergebnissen des ersten Vektorbefehls vorli egt
Vorr.: Uberall gleiche Initii erungsraten

Neuronen schneller als Transistoren (falsch)

Hirn hat mehr Neuronen (falsch)

Speicher meist passv, Grofdtell e der Gesamttransistoren ungenutzt

von-Neumann-Flaschenhal s

Rechner, der CPUs mit individuellem Speicher vernetzt

Massve Parall dit &t und Konnektivitat

- 64000 CPUs mit je 4Kbit Speicher in 4 Quadranten (10-dim. Hypercube) 4 1024
Clusters (Mesh) mit je 16 CPUs

- je @n Microsteuerwerk versorgt die Quadranten mit Befehlen, siesind tber
crosdar-Netz mit Vorredner verbunden

- CPUsbitseriell mit lookup-Tabelle

- im Hypercube Paketrouting so, daf? bei jedem Schritt eéine1 ausrel. Adresse
verschwindet (Hot-Potatoe-Routing), ,,trotzdem® rel. wenig Staus

- Programmierung: Paris (z.T. sehr aufwendige Makros (Matrixmult))

- Bitseridle Verarbeitung - schlechte FP-Leistung

- schledht unterteil bar

- Routing Flaschenhal's, Hypercube mit Leitungsproblemen behaftet

- nur MIMD macht sowohl Daten- als auch Kontroll parall lit& mogli ch

- Spezialkomponenten

- beliebige Unterteil barkeit

- sowohl Daten- als auch Kontroll parall ditat moglich

- 2 getrennte Kommunikationsnetze (Daten- und Steuernetz)

- Beschleunigung duch Vektoreinheiten

- jeder Knoten kann Rechenkonten oder Kontroll prozessor CP (evtl.
Partitionsmanager) sein

- Verbindungstopologie Fat-Tree kleiner Durchmesser, grof3e Schnittbreite, aber
Struktur undibersichtlich

- Unterstiitzung Datenparall it dt: tiber Steuernetz Abwicklung dobaler
Operationen: Broadcast, Replikation, Reduction, Permutation

- 2 Programme fur CP und fur Rechenknoten

- Mesh aus Paaen von i860 CPUS, verteilter Speicher ohne gemeinsamen
Adresgaum (16-32 MB)

- Intd: Router Flaschenhals > Knoten sind Router (iMRC) mit eigener CPU, an der
der elgentliche Konten héngt, 16 Bit breite HS-Links

- Serviceknoten (machen Frontend-Recdhner Uberfllissig), 1/0-Konten
(Massespeicher, ext. Netze) und Rechenknoten

- Wormhole-Routing: erst horiz., dann vertikal (Deadlock durch einsammeln des
Schwanzes bei Blockade unmégli ch)

- 3D-Torus, Knoten aus Router mit decalpha EV5 CPU mit 64—512MB

- jeder Link in beide Richtungen 500MB/s

- Netzinterface hat 512 von aulen zugreifbare E-Register, die Zugriff auf entfernten
Speicher mdglich machen—> quasi shared memory

1. Topologie: weg vom Hypercube, hin zu lokaleren Netzen



2. Knoten: Standard-CPUs (evtl. mit Spezialhardware) statt proprietéren CPUSs,
Router mit separater CPU
3. Partition: Partitionsmanager, Rechen-, I/0-, OS-Knoten
4. Unix, PVM
5. SPAMD = Single Program Multi ple Data: Rechenaufwand pro
Kommunikationsaufwand -> Max
6. neue Tendenz: Beowulf-Machines (COTYS)
Vektorrechner - gut fur technisch-wissenschaftliche Anwendungen
- Vortel: Vektorisierende Compil er
- Nachteile: Speedupbegrenzt (kein Par.recher), Vektorlange begrenzt
SIMD - lasen massvste Parall ditét zu
- gut for Probleme, wi gleichartige Operationen auf groRen Datenmenge ausgefiihrt
werden mussen (Bil dverarbeitung)
- aber: Eingeschrankt in der Programmierung (if-Statements, load balancing,
iterative Verfahren)
MIMD - am leistungsfahigsten
- moderate Parall dlitét (8-4000CPUs, je sehr leistungsfahig)
- Vortele universdl einsetzbar, steigen in der Leistung mit den CPUs
- Nachteile: bei intensiver Kommunikation langsam, teuer

7. Parallele Algorithmen

Matrixmultiplikation for (k=0; k<p; k++)
for (i=0;i<n;i++)
for (j=0;j<mj++)
di,jl=di,j]1+Ali, k] *B[k,]]

innere Schleifen parall disierbar > O(n)

1. Feinkornig: 1 Datum pro Knoten (Systola) (siehe auch oben)
2. Mittekdrnig: Teilmatrix pro Knoten

3. Grobkérnig: eine Zeil e pro Knoten

Matrixmultiplikation < R1:=0; 17n;1*n> c[i,j]=0
ISA for k := 0 to p-1 do begin
< C:= Owest; 1™n;1”n> senden der 1. Spalte von A
<R =C 1™n;1n>
< C:= Cnorth; 17n;1n> senden der 1. Zeile von B
<R3 =C 17n; 1*n>
< R4:= R3*R2; 1”n; 1"n> ali,k] * b[k,j]
<RL:=RL + R4; 1"n;1"n>  i,j] + a[i,k] * b[k,j]
end;
Transitive Hille von G=(V,E) ist G*=(V,E*), wobel eine Kante &=(v,w) genau dannin E*, wenn es
einen Pfad von v nach win G gibt
Warshall's for (k=0; k<n; k++)
Algorithmus for (i=0;i<n;i++)

for (j=0;j<n;j++)
Ali,jl=Ai,j] or (Ali,kland Ak, j])

Beweisidee

1. AlleKanten, die engetragen werden, sind in G*

2. dleKanten in G* werden durch Alg. gefunden

Details s Falien (5)
Parall elisierung Ak+D)[i,j]= AK) [i,j] or (A(K) [i,k]land A(K) [k,j])

- innere 2 Schleifen kdnnen parall disiert werden.
Redlisierung Systola for (k=0; k<n; k++)

{

broadcast Ali,k] to all processors of rowi;
broadcast Alk,j] to all processors of colum j;
for_all (i=0;i<n;i++; j=0;j<;j++)
Ali,jl1=Ai,j] or (Ali,kland Ak, |])

ringshift all rows;
ringshift all rows;

}

LAISA < set 0, R4, eins; eins >
for k = 0 to n-1 do



Klrzeste Pfade

Alg. von Floyd

Minimaler
Spannbaum

Satz min. Spannbaum

Alg. 1 min.
Spannbaum

Satz von Mags und
Plotkin

Alg. 2 min.
Spannbaum

bipatiter Graph

Alg. bipatiter Graph

begi n

< set CW CR3; eins; [2..n] >
< set CN, CR2; [2..n]; eins >
< and R3, R2, Rl; eins; eins >
<or R4, RlL, CR4, eins; eins >
<set CW c; eins; [2..n] >
<set CE, C eins; [1..n-1] >
<set CN, ¢c; [2..n]; eins >
<set CS, C [1l..n-1]; eins >
end

G=(V,E,w) kantengesichteter Graph. Kirzester Pfad von i nach j ist derjenige, desen
Summe der Kantengewichte minimal ist.

d[i,j] = Kantengewicht, c sonst
for (k=0; k<n; k++)
for (i=0;i<n;i++)
for (j=0;j<n;j++)
dii,jl=mn( d[i,j], d[i,k] +d[k,j])
am Endeist d de Matrix der min. Pfadléangen
Beweis:
1. wennam Ended([i,j] < o, dannex. Pfad von i nach j
2. d[i,j] enth@lt am Ende hiéchstens die Lénge des kiirzesten Pfades von i nach j
3. d[i,j] enth@lt am Ende mindestens die Lange des kiirzesten Pfades von i nach j
Details s Falien (6)
Implementierung analog zu Matrixmult oder Warshall
G=(V,E,w) kantengewichteter, ungerichteter (d symmetrisch) Graph. Ein min.
Spannbaum ist ein kreisfreier Tellgraph T=(V, E') von G, so dal3 de Summe der
Kantengewichte von E* minimal ist.
G=(V,E,w), U Tellmenge von V, dann gehdrt die Kante mit min. Gewicht, die énen
Knoten von U mit einem Knoten von V-U verbindet, zum min. Spannbaum
Beweis:
Sel enicht im Min. Spannbaum T=(V. Emin). - ex. € in Emin, dieU mit V-U
verbindet mit w(e') >w(e). Ersetzt man € durch e, erhdt man Spannbaum mit
geringerem Gewicht. > Widerspruch zur Annahme.
1. AlleKnoten sind Superkonten
2. Suchefir alle Superknoten die min ausgehende Kante, flige sie dem Spannbaum
hinzu.
3. Bilde aus den Zusammenhangskomponenten neue Superknoten
4. Gibt esnoch mehr a's einen Superknoten, gehe zu 2
(i,j) gehort zum Spannbaum < ex. kein Pfad von i nach j, dessen max. Kante kleinere
Gewicht hat als (i,j)
Beweis:
1. (i,j) im min. Spannbaum, ex. Pfad mit Max Kante kleiner (i,j) > Widerspruch
2. (i,j) nichtim min. Spannbaum, ex. kein Pfad mit max. Kante kleiner (i j) >
Widerspruch
zu Beginn d(i,j) = Adjazenzmatrix, e wenn kein Pfad
for (k=0; k<n; k++)
for (i=0;i<n;i++)
for (j=0;j<n;j++)
dii,jl=mn( d[i,j],max( d[i,k], d[k,j]))
for (i=0;i<n;i++)
for (j=0;j<n;j++)
if w(i,j)=d[i,j] then TakeToSpanni ngTree(i,j)
< man kann Graph so teil en, dal3 all e Kanten vom einen Teil ein den anderen fihren <
aleKreiseim Graph haben gerade Lange
d[i,j] = Adjazenzmatrix, e wenn di,j]=0
isBipatit := 1;
for (k=0; k<n; k++)
for (i=0;i<n;i++)
for (j=0;j<n;j++)
dii,jl=mn( d[i,j], d[i,k] +d[k,j])



Bricke

Satz Briicken
Abstand

Satz Kreis

Alg. Briicken

Fouriertransformation
(FT)

Primitive
Einheitswurze

Diskrete FT

inverse DFT

FFT

for (k=0; k<n; k++)
for (i=0;i<n;i++)
for (j=0;j<n;j++)
if d[i,k]l=d[k,jland(i,j)OE then IsBipatit:=0
ist eine Kante ein einem Graph G, wenn G nach Entfernen von e nicht mehr
zusammenhangend ist.
eine Kanten eist Briicke <> eliegt nicht auf einem Kreisin G
von 2 Knoten i und j d(i,j) ist die Anz. der Kanten, die man auf Pfad von i nach j
mindestens durchlaufen muf3
Kante (i,j) liegt auf Kreis &
1. ex. Knoten k mit d(i,k) =d (k,j) oder
2. ex. Knoten k mit d(i,k) = d(k,j) + 1 mit erste Kante des Pfades von i nach K ist nicht
(i.j)
for (k=0; k<n; k++)
for (i=0;i<n;i++)
for (j=0;j<n;j++)
begi n
if d[i,j] >d[i,k] + d[k,j] then
begi n
dfi,j] =d[i, k] + d[k,j];
first[i,j] = first[i,Kk];
nfi,jl = nli, Kk];
end el se
if dli,j] =d[i,k] + d[k,j] then
ni,jl =nfi,j] or nfi,k] or
first[i,j] '=first[i,K]
end;
for all i,j Bridge[i,j]:=true
for (k=0; k<n; k++)
for (i=0;i<n;i++)
for (j=0;j<n;j++)
if (d[i,k] =d[k,j]) or
(d[i,k] =d[k,j]+1 and nf{i,k]) then
Bridgel[i,|]=fal se;
Wenn Kante keine Briicke ist, liegt sie auf irgendeinem kleinsten Kreis gerader oder
ungerader Lénge, die der Alg. dann findet.
Umwandlung von Stiitzstell endarstell ung eines Polynoms in Koeffizientendarstell ung

w hei3t n-te Einheitswurzel, wenn w*n=1
w heifdt primitive n-te Einheitswurzel, wenn w™n=1 und wk '= 1 fir alle 1<= k<n
Eigenschaften:
3. wenn ngerade, w primitive n-te Einheitswurzel > w'n/2=-1
4. wprimitive n-te Einheitswurzd - w2 ist primiti ve n/2-te Einheitswurzel
w primiti ve n-te Einheitswurzdl, die nxn Matrix F mit
F(i, j) = w" heiRt Fouriermatrix. Sei aein n-dim. Zeil envektor >
dieAbb. f(a) =a* F heilt DFT
w primitive n-te Einheitswurzel, die nxn Matrix F*-1 mit
ig
F7(G,j) = e heifdt inverse Fouriermatrix. Sei aein n-dim. Zeil envektor >die

Abb. f™(a) = alF ‘heift inverse DFT

Schnell e Fouriertransformation

Idee Einzelne Berechnungen der Matrix-Vektor-Multi plikation in speziell er
Reihenfolge auszufiihren, so dald auf bereits berechnete Ergebnisse zurtickgegriffen
werden kann. Dabei werden die Eigenschaften 3 und 4 von w ausgenutzt. Dabei mul3
eine Zweerpotenz sein.

gerade Komponenten von b:
n/2-1

n-1 ) ) m-1 :
be =by =Y 8™ == (8 +8.,)0™ =) (& +a,, V"
1=0 1=0 1=0

gerade Komponenten von b:



Komplexitét seriell

Komplexitét parall &

n-1 n/2-1

. . m_l . .
bK' = b2k+:L = aiwlmkﬂ == Z(a1 _a1'+n/2)wl(2k+l) = Zwl (a1 _a1'+m)vlm
1=0 1=0

FFT

FFT

- ohn L &

a a b* b
m Additi onen, m Subtraktionen und m Multi pli kationen, sowie nochmals m
Multi pli kationen, um w*k aus w*k-1 * w zu berechnen. Perfed Shuffle hinten auf
Aufwand n >
T(n)=3n + T(n/2), T(1)=0
T(N)=3n+3n/2+...+1=3n* logn > O(nlog n)
T(n)=T(n/2) + ¢, T(1)=0
T(n)=c+c/2+...+ 1=c* logn = O(log n)



